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Chapitre 1

Introduction

Motivations. Les arbres digitaux, encore appelés tries, sont une structure de données centrale
en informatique. Ils reproduisent un principe utilisé par exemple dans les dictionnaires ou les
répertoires téléphoniques. Les noms sont regroupés selon leur première lettre, ce qui permet un
accès rapide (grâce à un onglet par exemple). Ce mécanisme peut être poursuivi récursivement
jusqu’à séparer les mots les uns des autres : on aboutit à une structure de trie. Étant donné un
alphabet fixéM = {a1, . . . , ar}, et en notantY un ensemble de mots infinis sur l’alphabetM,
le trie associé àY est défini récursivement par la règle,

trie(Y ) = 〈trie(Y \a1), . . . , trie(Y \ar)〉,

oùY \ α signifie le sous-ensemble deY contenant les mots qui commencent parα et dont on a
retiré le premier symboleα. La récursion est arrêtée dès lors queY contient moins de deux élé-
ments. L’avantage du trie est qu’il ne considère que l’ensemble minimal des préfixes nécessaires
pour distinguer l’ensemble des éléments deY .
La recherche d’un mot consiste en l’examen successif de ses lettres. Chaque lettre supplémen-
taire conduit à restreindre l’ensemble des mots qui partagent le même préfixe. Dans l’arbre, cela
correspond à cheminer le long d’une branche. Les opérationsd’insertion et de suppression d’un
mot peuvent être également facilement implantées. La structure de trie est donc particulièrement
adaptée pour les applications de type dictionnaire, y compris dans un contexte dynamique où
l’ensemble des mots n’est pas «figé» mais peut varier énormément par insertions et suppressions
successives de mots.

Dans cette thèse, nous envisageons ces structures dans le cadre de l’analyse en moyenne. À partir
d’un modèle aléatoire sur les entrées, on étudie les comportements fins de la structure. Les tries
ont beaucoup été étudiés (et le sont encore), mais dans la grande majorité des cas en considérant
un modèle probabiliste simple. L’ensemble des mots est produit à l’aide d’une source classique
(source sans mémoire où la probabilité d’apparition d’un symbole est indépendante du passé ou
encore les chaînes de Markov qui prennent en compte un passé fini). Cela désigne le cadre clas-
sique d’analyse en moyenne des tries.
Les considérations pratiques liées à ces structures sont immédiates :
– l’étude en moyenne est réalisée dans un modèle classique. Peut-on considérer d’autres types de

sources, si possible plus générales ou réalistes ?
– Comment implanter en machine une structure de trie abstraite ?
La deuxième question a été partiellement traitée par Bentley et Sedgewick [8]. Ces deux au-
teurs, suivant une idée de Clampett [15] introduisent la structure deTST (ternary search trie) qui
considère un principe ternaire de branchement afin de représenter efficacement un trie. L’expéri-
mentation sur des données réelles montre qu’il s’agit d’unestructure de données parmi les plus
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efficaces pour traiter des données textuelles. Les auteurs concluent en fait qu’on peut avantageu-
sement utiliser lesTST en lieu et place des tables de hachage dans bon nombre d’applications.
Cette démarche expérimentale (appuyée par une étude dans lepire des cas) donne une intuition
quant au bon comportement de la structure mais ne constitue pas une preuve.

À la même époque, je m’intéressais aux mêmes questions, aiguillé en cela par l’étude en moyenne
des tries de nombres basés sur la numération en fraction continue. En effet, la source considérée (le
développement en fraction continue) est l’exemple typiqued’une source de symboles ne rentrant
pas dans le cadre classique. En particulier l’alphabet est l’ensemble des entiers naturels (donc
non borné) et les dépendances entre symboles sont égalementnon bornées (contrairement au
cas markovien). Les questions pratiques liées à l’implantation de la structure d’arbre se posent
naturellement.
L’exemple de la fraction continue illustre la démarche de cette thèse. Nous proposons deux axes
de généralisation :
– Le premier axe concerne le modèle aléatoire. À la question «comment produire les mots ?»,

on s’inspire du domaine des systèmes dynamiques en physiquestatistique. Un mot n’est autre
que la succession d’états dans un système dynamique. Il s’agit ici d’une généralisation, puisque
ce modèle de source dit «dynamique» englobe les sources sansmémoire, les chaînes de Mar-
kov, et également la source en fraction continue du paragraphe précédent. De plus, ce modèle
permet également de considérer une certaine densité pour laconfiguration initiale du système
dynamique. On obtient alors une source dynamiqueprobabilisée.

– Le deuxième axe concerne la structure elle-même. De quellefaçon la structure de trie, abstraite,
peut-elle être effectivement représentée en machine ? De façon un peu inattendue, une solution
élégante à cette question (celle-là même retenue par Bentley et Sedgewick pour construire les
TST) consiste à mettre en vis-à-vis deux structures que tout oppose conceptuellement : les arbres
binaires de recherche et les tries. Ces structures d’arbre,figurant parmi les plus étudiées et les
plus utilisées, retiennent chacune la quintessence de deuxprincipes de construction bien dis-
tincts. L’arbre binaire de recherche s’appuie sur l’ordre relatif à l’intérieur de l’univers des clés
(les éléments à stocker dans l’arbre) tandis que le trie considère les clés au travers de leurs
représentations. Ces deux structures se rejoignent dans cette thèse. Les tries restent le princi-
pal objet d’étude, mais les arbres binaires de recherche apparaissent sous un jour nouveau. Le
rapprochement des deux structures s’avère «algorithmiquement» intéressant. La structure de
ternary search trie, hybridation d’une structure globale de trie et de multiples arbres binaires de
recherche locaux, fournit une structure de données efficace. Les TST s’avèrent en pratique au
moins aussi efficaces que les tables de hachage tout en offrant des fonctionnalités supplémen-
taires.
Nous envisagerons d’autres hybridations comme celle résultant d’une structure de trie et d’une
liste chaînée ordonnée, ou encore de la représentation classique des tries grâce à des tableaux de
pointeurs. Ce sont donc réellement des tries généraux hybrides qui sont considérés dans cette
thèse, afin de se rapprocher d’une implantation réelle de la structure de trie.

C’est du point de vue de l’analyse en moyenne que nous étudions ces deux généralisations. Le
modèle de source, très général et flexible, permet à la fois deproposer un modèle proche de la
réalité et un cadre d’analyse élégant. Nous nous attachons essentiellement à comparer différents
types de représentation (les hybridations les plus naturelles du trie) avec ce modèle de source, ce
qui nous permettra de confirmer par l’analyse la suprématie de la structure deTST.

Méthodes.Nous utilisons des méthodes variées allant des méthodes probabilistes aux méthodes
analytiques avec une excursion originale vers l’analyse fonctionnelle.
Du fait des généralisations proposées pour la source et l’hybridation des tries, nous introduisons
des outils jusque là non employés en analyse en moyenne. Nouscommençons par rappeler le
schéma classique d’analyse en moyenne pour les tries afin de mieux situer où interviennent les
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modifications dues à l’introduction d’un nouveau type de source et l’hybridation.

L’analyse débute par le calcul d’une expression exacte de lavaleur moyenne de divers paramètres
(la hauteur, le nombre de nœuds internes ou encore la longueur de cheminement). Les méthodes
employées peuvent être probabilistes ou encore faire appelaux techniques de séries génératrices.
Nous obtenons des expressions où interviennent les probabilités qu’un mot commence par un
préfixe donné, ce que nous appelons lesprobabilités d’apparition de préfixes. Si les résultats
obtenus sont exacts, ils restent peu informatifs dans le sens où il est difficile de voir directement les
ordres de grandeur impliqués. Ceci justifie l’étude du comportement asymptotique. Les résultats
précédents, et cela est caractéristique des analyses autour de structures digitales, s’expriment à
l’aide de sommes dites «harmoniques». Une somme harmoniqueest une somme de la forme

F (x) =
∑

k∈K

λkf(µkx), (1.1)

où les familles(λk)k∈K et (µk)k∈K représentent respectivement les «amplitudes» et les «fré-
quences», etf est appelée «fonction de base». Ici les amplitudes comme lesfréquences s’ex-
priment en fonction des probabilités d’apparition de préfixes. Un outil classique pour l’analyse
asymptotique de sommes harmoniques est la transformée de Mellin. Elle permet en effet de passer
(dans tous les modèles de source) d’une forme close du type de(1.1) à une formule asymptotique
en passant par l’étude des pôles de lasérie de Dirichletassociée

Θ(s) =
∑

k∈K

λkµ
s
k.

C’est à ce niveau que les deux cadres d’analyse divergent. Dans le cadre classique, les probabilités
d’apparition de préfixes et les séries de Dirichlet associées ont une expression simple et explicite
qui permet de conclure l’analyse grâce des techniques d’analyse élémentaires. Souvent les résul-
tats obtenus le sont dans un modèle aléatoire dit de Poisson,un modèle simplifiant l’analyse mais
qui rend les résultats moins «lisibles». Une dernière étapededépoissonisationpermet d’aboutir
au résultat final.

Le schéma non classique des sources dynamiques probabilisées et des tries hybrides ajoute au
schéma précédent des techniques d’analyse fonctionnelle.La différence majeure avec le cas clas-
sique survient lors de l’analyse asymptotique. Les probabilités d’apparition de préfixes et donc
les séries de Dirichlet mises en jeu n’admettent plus d’expressions simples. Dans le contexte des
sources dynamiques, la probabilité d’apparition d’un préfixe correspond exactement à la mesure
d’un intervalle appeléintervalle fondamental(l’intervalle est donc l’ensemble des états initiaux
du système qui passent par les états successifs correspondant aux lettres du préfixe). Nous appel-
lerons encore cette probabilité lamesure fondamentalepour ce préfixe. Nous avons donc besoin
d’engendrer les mesures fondamentales puisque ce sont celles-ci qui interviennent dans les séries
de Dirichlet. Nous introduisons à cette fin desopérateurs générateurs. Ces opérateurs introduisent
des méthodes d’analyse fonctionnelle et sont directement inspirés des opérateurs de transfert de
Ruelle. Historiquement, ces opérateurs dérivent des opérateurs transformateurs de densité. Ruelle,
dans le cadre des systèmes dynamiques, a étendu ces opérateurs en des opérateurs de transfert en
leur adjoignant un paramètre supplémentaire lié à la température du système. Brigitte Vallée a
initié l’utilisation de tels opérateurs dans le cadre de l’analyse d’algorithme.
Nous introduisons dans cette thèse une nouvelle extension des opérateurs de transfert de Ruelle
adaptée aux tries hybrides. On obtient des opérateurs multisécants opérant sur des espaces de fonc-
tions de plusieurs variables. Ces nouveaux opérateurs étendent de façon appropriée les opérateurs
de transfert, tout en gardant de bonnes propriétés spectrales.
Ces opérateurs engendrent les mesures fondamentales, ce qui donne une expression alternative
des séries de Dirichlet associées au problème. Nous pouvonsen utilisant les propriétés spectrales
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FIG. 1.1 – Les différentes étapes de l’analyse.

dominantes localiser assez précisément les pôles de ces séries. Ainsi malgré la généralité de la
source, nous obtenons grâce une analyse de Mellin légèrement adaptée des résultats finaux précis.
Là encore, une dernière étape de dépoissonisation est nécessaire pour passer du modèle de Poisson
vers le modèle plus «naturel» dit de Bernoulli. Outre des méthodes classiques comme la méthode
du point de col, nous introduisons la dépoissonisation de Dirichlet.

Résultats.Les résultats sont multiples et se situent à plusieurs niveaux. D’abord, et c’est d’ailleurs
l’intérêt du modèle de source considéré, l’existence de propriétés spectrales dominantes permet
d’exprimer les résultats à l’aide de constantes caractéristiques intrinsèques de la source. Nous ex-
primons ces constantes grâce à l’un des objets spectraux dominants omniprésent dans cette thèse,
la fonction valeur propreλ(s) (définie sur un voisinage de l’axe réel). Les constantes associées à
une sourceS, l’entropieh(S) et la probabilité de coïncidencec(S), sont reliées à cette fonction
par les formules

h(S) = −λ′(1), c(S) = λ(2).

Les résultats principaux concernent un trie aléatoire construit surn mots produits par une source
dynamique probabilisée.
(i) La hauteur d’un trie standard a une espérance enlogn et la loi de distribution est de type

double exponentielle,

E[hn] ∼ 2

| log c(S)| logn

lim
n→∞

sup
k≥0

∣∣Pr{hn ≤ k} − exp [−ρc(S)kn2]
∣∣ = 0,

oùρ est une constante positive relative à la sourceS et à la densité initiale.
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(ii) La valeur moyenne du nombre de nœuds internes du trie (appeléégalement la taille du trie)
est, à quelques fluctuations près, linéaire par rapport àn le nombre de mots stockés

S(n) ≈ 1

h(S)
n.

(iii) La valeur moyenne de la longueur de cheminement dépend du type d’hybridation choisi
pour le trie. Désignons par〈A〉 l’hybridation utilisant des tableaux de pointeurs, par〈L〉 celle
qui utilise des listes ordonnées et par〈B〉 celle qui utilise les arbres binaires de recherche.
Pour toute source définie à partir d’un alphabet fini, les valeurs moyennes des longueurs de
cheminement sont toutes enn logn,

PA(n) ∼ 1

h(S)
n logn, PL(n) ∼ KL(S)

h(S)
n logn, PB(n) ∼ KB(S)

h(S)
n logn,

avec des constantes explicitesKL(S),KB(S) dépendant uniquement du mécanisme de la
sourceS (et pas de la densité initiale). Les résultats sont à partager en deux catégories : les
paramètres additifs regroupant les paramètres de taille etde longueur de cheminement, et le
paramètre de la hauteur.
Dans le cas d’un alphabet infini, le trie représenté à l’aide tableaux de pointeurs ne correspond
plus à rien en tant que structure de données. Dans ce cas, les ordres de grandeur des valeurs
moyennes des longueurs de cheminement des tries en liste et des tries enABR peuvent être dif-
férents. Le mécanisme de source basé sur les fractions continues constitue d’ailleurs un exemple
d’un tel phénomène.

Nous avons mentionné ci-dessus les résultats centraux de cette thèse. Par ailleurs, la chaîne d’ana-
lyse suivie fournit une série d’autres résultats qui ont leur intérêt propre et que nous ne détaille-
rons pas dans cette introduction (ceux-ci concernent les diverses combinaisons entre modèles
aléatoires, analyse exacte ou asymptotique et les paramètres de tries).

De plus, l’analyse fait une incursion inédite dans les arbres binaires de recherche. Pour le modèle,
très largement utilisé en pratique, des arbres binaires de recherche où l’égalité des clés est permise,
nous fournissons de nouveaux résultats grâce à une méthode symbolique originale.

Enfin, une étude expérimentale à partir du livre d’H. MelvilleMobydickcorrobore qualitativement
l’analyse en moyenne. Cette étude valide également l’idée consistant à hybrider les tries avec
des arbres binaires de recherche. En pratique, cela s’avèreun élégant compromis entre efficacité
en temps et en espace. Le correcteur orthographiqueepelle , réalisé en collaboration avec P.
Zimmermann [17], constitue un autre exemple pratique où la structure deTST est mise à profit (en
utilisant de plus une forme compressée).

Les résultats de cette thèse ont fait l’objet de deux parutions. Le premier [16] traite des tries
hybrides avec un modèle de source classique (source sans mémoire et chaîne de Markov). Le
second article [18] reprend ces résultats en les élargissant aux sources dynamiques.
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De nombreuses structures d’arbre existent en informatique. On peut grossièrement séparer ces
arbres en deux familles. Dans la première, les éléments stockés dans l’arbre sont considérés de
façon «relative». Les éléments sont des atomes (dans le sensinformaticien du terme, c.-à-d. indi-
visibles) et les opérations sur les éléments comme la comparaison, l’échange ou l’affectation sont
également considérées comme des opérations atomiques. Cesstructures se fondent sur des com-
paraisons sur les éléments de l’univers des clés pour retrouver une information et font donc partie
desstructures de données fondées sur des comparaisons[76]. L’autre famille d’arbres rassemble
les structures arborescentes où l’on profite au contraire d’une décomposabilité des éléments (on
peut décomposer un mot en lettres, un vecteur en ces composantes) et se rapproche donc des
structures de données axées sur la représentation.

6
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Les arbres binaires de recherche ou les tas (utilisés pour implanter les files de priorité) constituent
des exemples d’arbres appartenant à la première catégorie.Les arbres digitaux1, et les tries, sont
l’archétype de la deuxième famille d’arbres.

Nous décrivons dans un premier temps les différentes variétés et/ou extensions des arbres digitaux.
Dans un deuxième temps, nous détaillerons quelques applications.

2.1 Arbres digitaux et tries

Le terme «trie» provient de la contraction de deux mots anglais : «tree» et «retrieval» et a été in-
troduit par Fredkin [47]. C’est un arbre planaire (c.-à.-d dont les fils sont ordonnés), qui est utilisé
dans la recherche lexicographique ou plus généralement pour les applications de type dictionnaire.
La structure de trie est une structure de donnée dynamique adaptée pour représenterun ensemble
de motsqui évolue, car il est facile de supprimer, rechercher, ou encore ajouter un mot (voir la
section 2.3 sur les applications).

2.1.1 Définitions

Soit un alphabetM inclus dansN fini ou dénombrable, de cardinalr ∈ N∗ ∪ {+∞}. L’ensemble
des mots infinisMN est défini par

MN = {m = m1m2 . . . | ∀j ≥ 1, mj ∈ M} .

Pour un motw infini, on peut définir la notion depréfixe. Un motv est un préfixe d’un motw s’il
existe un motu tel que l’on aitw = v·u. Le motu dans cette décomposition est appelésuffixe.

On définit les fonctionstêteσ : MN → M et queueT : MN → MN (qu’on aurait aussi bien pu
nommercar etcdr en référence au langageLISP) par

σ : m = m1m2 · · · 7→ σ(m) = m1,

T : m = m1m2 · · · 7→ T(m) = m2m3 · · · .

Remarque –L’applicationT définit une opération de décalage.

On introduit également la notationT[α] pourα ∈ M afin de désigner la restriction de la fonctionT

aux mots qui commencent par le symboleα. Pourα ∈ M, on a l’applicationT[α] : α·MN → MN

définie par

T[α] : m = αm2 · · · 7→ T[α](m) = m2m3 · · · .

Ces définitions s’étendent de façon naturelle aux ensemblesou suites de mots.
Exemple.Considérons l’ensembleX à deux élémentsX = {abac . . . , babc . . . } sur l’alphabet
M = {a, b, c}. On calcule les décalés

T(X) = {bac . . . , abc . . . }, T[a](X) = {bac . . .}, T[b](X) = {abc . . .}, T[c](X) = ∅.

1Le terme digital fait référence au fait que l’on décompose ladonnée en «digits».
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FIG. 2.1 – Arbre digital partiellement développé pour les motsaabbaa..., aabcbb..., bcaaac...,
bcaacb..., caabaa..., cababb..., caccbb..., caccbc....

2.1.2 Arbre digital

Nous définissons maintenant les structures d’arbre digitalet de trie à l’aide de ce formalisme
directement issu des systèmes dynamiques (le lien sera faitau chapitre 4).

DÉFINITION 2.1 (ARBRE DIGITAL). Soit X une multipartie (avec répétitions possibles) finie
d’éléments deMN. On construit l’arbre digital associé àX , notédigital(X), grâce à aux règles
récursives :
– si |X | = 0, alorsdigital(X) = ∅ (l’arbre est vide).
– si |X | > 0, l’arbre digital(X) est

digital(X) =
〈
•, digital(T[1](X)), . . . , digital(T[r](X))

〉
,

où le symbole• désigne un nœud interne.

La structure d’arbre digital correspond à la vision la plus intuitive d’un ensemble de mots sous
forme d’un arbre : on associe à chaque mot une branche de l’arbre. L’exemple de la figure 2.1
illustre en particulier le fait qu’un arbre digital construit sur des mots infinis est lui-même infini.

2.1.3 Trie

La structure de trie [48, 63, 71, 90] utilise une règle de terminaison récursive différente de celle
de l’arbre digital. Elle sépare également les mots selon leurs préfixes, mais pour le trie on stoppe
la récursion dès que tous les mots ont été distingués.

DÉFINITION 2.2 (TRIE). On construit le trie associé àX , notétrie(X) grâce aux règles récur-
sives suivantes :
– si |X | = 0, alors trie(X) = ∅ estvide.
– si |X | = 1 (i.e.X = {x}), alors trie(X) est unnœud externeétiqueté parx.
– si |X | ≥ 2, le trie trie(X) est

trie(X) =
〈
•, trie(T[1](X)), . . . , trie(T[r](X))

〉
,

où le symbole• désigne un nœud interne.
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FIG. 2.2 – Trie construit sur le même ensemble de mots que celui dela figure 2.1.

Le trie correspondant au même ensemble de mots que pour la figure 2.1 est dessiné sur la fi-
gure 2.2. Le passage de l’arbre digital au trie permet de ne pas «développer» complètement la
structure d’arbre.
La fonction essentielle reste de séparer les éléments deX d’après leurs préfixes. Le nombre de
nœuds externes du trie est égal au nombre d’éléments de l’ensembleX (pourvu que les éléments
deX soient tous distincts).
Au vu de ces définitions, on peut faire plusieurs remarques. Le trie comme l’arbre digital ne
dépend que de l’ensembleX et non pas de l’ordre dans lequel on insère les éléments. Ensuite, si
les éléments deX ne sont pas tous distincts, le trie est infini puisqu’on ne peut séparer deux mots
identiques en examinant leurs préfixes. La branche correspondante se développe indéfiniment.
Il est également intéressant de noter que le degré du trie (c’est à dire le nombre maximal de
branchements d’un nœud du trie) est au plus égal àmin(card M, n), oùM est l’alphabet etn le
cardinal de l’ensembleX . SiM = {0, 1} (cas binaire), le trie résultant sera binaire.

Dans la pratique, les mots sont finis. Mais le trie peut tout demême être construit grâce aux règles
récursives de la définition dès lors qu’aucun mot n’est le préfixe d’un autre (par exemple, l’ad-
jectif «uni» est un préfixe du nom commun «unicité»). Afin d’obtenir une structure universelle,
on choisit généralement d’ajouter un caractère de terminaison (distinct de tout symbole de l’al-
phabetM) à la fin de chacun des mots (en considérant l’ensemble{uni# , unicité# } au lieu
{uni , unicité } par exemple). La propriété qu’aucun mot ne soit préfixe d’un autre est alors
automatiquement vérifiée.

Remarque.La structure d’arbre binaire de recherche (qu’on étudiera de façon approfondie au
chapitre 6) est très différente de la structure de trie. L’ordre d’insertion des clés devient primordial.
Le principe de construction d’un arbre binaire de rechercheest le suivant : on insère un à un les
éléments d’une liste de clés distinctes. On a pour une listeX = (x1, x2, . . . , xn) de clés
– si |X | = 0, alorsabr(X) = ∅ estvide.
– si |X | > 0, alorsabr(X) est

abr(X) = 〈x1, abr(X<x1), abr(X>x1)〉 ,

oùX<α désigne la liste des clés deX strictement inférieures àα.

2.1.4 Paramètres

La structure de trie permet de différencier un ensemble de mots selon leurs préfixes. Ainsi un
nœud internen du trie est en correspondance directe avec le préfixe commun àtous les mots
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FIG. 2.3 – À gauche, le trie construit sur l’ensembleX = {x1, x2, x3, x4}, avecx1 = abaa,
x2 = babb, x3 = cacb, x4 = cacc. À droite, les trie construits surX \{x3} etX ∪ {x5} avec
x5 = abac.

stockés (il y en a au moins deux par définition) dans le sous-arbre de racinen. Ce préfixe n’est
autre que la concaténation des lettres étiquetant la branche menant de la racine jusqu’au nœudn.
La profondeur d’un nœud est le nombre de liens le séparant de la racine. La profondeur d’un nœud
est donc aussi la longueur du préfixe correspondant à ce nœud.
Il existe plusieurs paramètres naturels pour les tries qui permettent d’analyser le comportement
d’algorithmes utilisant ce type de structure. Trois paramètres sont essentiels dans les tries :
– La hauteurH du trie est la profondeur maximale atteinte parmi l’ensemble des nœuds du

trie. C’est aussi la longueur maximale d’une branche du trie, et donc le nombre maximal de
comparaisons nécessaires pour départager deux mots. La hauteur est aussi le maximum des
longueurs d’un préfixe partagé par au moins deux mots du trie.

– La taille T du trie est le nombre de nœuds internes du trie. Ce paramètre est lié à la taille
mémoire nécessaire au stockage du trie, le nombre total de nœuds étant égal à la somme de la
taille et du nombren de nœuds externes. Rappelons qu’un nœud interne du trie existe dès lors
que le mot associé est préfixe d’au moins deux mots du trie.

– La longueur de cheminement externeL est la somme des profondeurs des nœuds externes. Ce
paramètre mesure le nombre de comparaisons nécessaires à laconstruction du trie, ou pour
différencier tous les mots. En divisant parn, le nombre de nœuds externes, on obtient la pro-
fondeur moyenne d’un nœud externe. Un nœud externe du trie correspond au préfixew d’un
unique élément de l’ensemble et ce préfixe est de plus minimal: si on en enlève le dernier
caractère, le mot obtenu devient préfixe d’au moins deux éléments du trie.

Exemple.Pour le trie de la figure 2.2, les valeurs des paramètres sont de 6 pour la hauteur, 13 pour
la taille et 36 pour la longueur de cheminement.

2.1.5 Opérations usuelles

Insertion et suppression. Nous avons déjà remarqué que la structure de trie ne dépend pas de
l’ordre dans lequel les mots sont insérés. Pour chaque insertion, on va créer exactement un nœud
externe mais aussi un certain nombre de nœuds internes, ce nombre pouvant varier énormément.
Symétriquement la suppression d’un mot correspond à la suppression d’un nœud externe et de
nœuds internes qui après la modification du trie ne sont plus valides (dans le cadre de la défini-
tion 2.2). Ce type de phénomène est représenté sur la figure 2.3.
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Recherche. Le principe de la recherche est le suivant : pour tester si un mot w est présent parmi
un ensemble de motsX , on commence par construire le trie associé à l’ensembleX . Ensuite, on
parcourt le motw lettre par lettre en empruntant la branche correspondante du trie jusqu’à un
blocage éventuel (c’est à dire jusqu’à ce que la lettre sur leflot d’entrée ne corresponde à aucun
fils du nœud courant). S’il y a blocage sur un nœud interne, le mot n’est pas présent. Si on arrive
à un nœud externe, il reste à comparer la fin du mot et les symboles stockés sur ce nœud externe.
Cette utilisation typique d’un trie peut également être vuesous l’angle des automates. La structure
d’arbre est alors un automate associé à l’ensembleX qui décide si un mot est présent ou non dans
cet ensemble.

2.2 Généralisations

La structure de trie admet plusieurs variations qui s’appuient toujours sur une représentation des
données sur un alphabet.

2.2.1 Bucket trie

La première généralisation concerne le bucket trie, encoreappeléb-trie. C’est une structure de trie
dont on a relâché la règle récursive d’arrêt lors de la construction.

DÉFINITION 2.3 (BUCKET TRIE). Soit b ≥ 1 un entier appelécapacité. SoitX une multipar-
tie (avec répétitions possibles) finie d’éléments deMN. On définit leb-trie associé àX , noté
bucket(X) grâce aux règles récursives suivantes :
– si |X | = 0, alorsbucket(X) estvide.
– si |X | ≤ b, alorsbucket(X) est unnœud externeétiqueté parX .
– si |X | > b, bucket(X) est

bucket(X) =
〈
•, bucket(T[1](X)), . . . , bucket(T[r](X))

〉
,

où le symbole• désigne un nœud interne.

On voit immédiatement que le cas du trie usuel correspond au casb = 1. La quantitéb est appelée
capacité, car on peut voir les nœuds externes comme des pagesayant la «capacité» de stocker
jusqu’àb données. Un exemple deb-trie avecb = 3 est dessiné sur la figure 2.4.
Le principe de recherche est analogue à celui d’un trie classique. Pour rechercherw, on chemine
dans leb-trie en suivant la branche dictée par les lettres dew, jusqu’à atteindre une page. Il reste
alors à vérifier que la clé est bien présente dans cette page. Le parallèle avec un dictionnaire est im-
médiat et naturel. On commence d’abord par rechercher la page par rapport aux premières lettres.
Une fois la page localisée, une deuxième procédure de recherche, séquentielle ou dichotomique,
est déclenchée.

Le b-trie est utilisable comme index (stocké en mémoire interne) pour de grands volumes de
données. En ce cas, les sommets externes sont maintenus sur une mémoire secondaire (disque
magnétique) dont la taille de page dicte la valeur deb.

2.2.2 Arbre PATRICIA

L’arbre PATRICIA (acronyme dePractical Algorithm To Retrieve Information Coded In Alphanu-
meric) a été introduit par Donald R. Morrison en 1968 [78]. L’idée est de contracter les branches
en ne gardant que les nœuds internes avec au moins deux fils. Eneffet les nœuds internes sans
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FIG. 2.4 – Unb-trie de capacitéb = 3 pour les motsacbaba..., acbbba..., accacc..., accacb...,
accaaa..., acccbc..., baabc....
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FIG. 2.5 – Un triePATRICIA pour l’ensemble de mot de la figure 2.1.

branchement correspondent à des préfixes qui ne permettent pas de départager deux mots. Les
liens de l’arbre ne sont donc plus étiquetés par des lettres mais par des mots. Dans une implanta-
tion, on peut stocker en chaque nœud un couple(lettre,skip) qui indique la première lettre
de l’étiquette (c.-à-d. la lettre qui a mené à la création d’une nouvelle branche) et le nombre de
symboles à «sauter» qui de toute façon n’influencent pas la recherche. De la sorte on accélère l’ac-
cès à la feuille susceptible de contenir l’information recherchée : on conclut par une comparaison
lettre à lettre entre le motif recherché et le mot trouvé dansla mesure où certaines lettres ont pu
être sautées. Une implantation dePATRICIA trie est présentée dans [90]. Un exemple dePATRICIA

trie est dessiné sur la figure 2.5.

2.2.3 Arbre des suffixes

L’arbre des suffixes est une structure de données qui s’appuie sur une structure de trie. Ce trie
est construit sur l’ensemble des suffixes d’un texte. On l’enrichit encore en ajoutant des liens
transversaux, appelés liens «suffixes». Ces liens sont destinés à accélérer la recherche d’un sous-
mot dans l’arbre. La structure obtenue est unarbre des suffixes.

Soit t un mot fini deM∗ de longueur|t| = n. L’ensemble des suffixessuff(t) est l’ensemble des
décalés du mott

suff(t) = {Tk(t) | 0 ≤ k ≤ n− 1}.

Le trie des suffixesassocié à un textet est l’arbretrie(suff(t)) construit sur l’ensemble des suffixes
det. Cette structure fait correspondre les nœuds de l’arbre et les facteurs du texte. On utilise un
tel arbre dans de nombreuses applications [3] comme la recherche de motifs (un tel arbre permet
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FIG. 2.6 – Trie des suffixes et arbre des suffixes correspondant pour le motbabaabaabab$. Les
liens suffixes sont en pointillé, et les feuilles contiennent l’indice du suffixe (une feuille etiquetée
k correspond auke suffixe).

de chercher un motw dans le textet en un tempsO(|w|), simplement en examinant le chemin
dans le trie correspondant au motw) ou encore la compression. Cette structure sera abondamment
utilisée dans la section 2.3 et constitue sans doute la structure d’arbre centrale dans les problèmes
autour des mots.

Afin de simplifier la présentation de la structure, on supposequ’aucun mot de l’ensemble des
suffixes n’est le préfixe d’un autre. Il suffit par exemple que le texte se termine par un symbole de
terminaison distinct de toutes les lettres apparaissant danst pour que cette condition soit vérifiée.

La procédure de construction naïve d’un trie des suffixes, consistant à insérer les suffixes un à
un, donne un algorithme enO(n2) (avecn = |t|) dans le pire des cas. Du point de vue des
applications, il y a alors deux options. Soit le trie des suffixes est utilisé par l’application comme
une structure statique ou quasi-statique (cas du dictionnaire par exemple). La méthode naïve est
alors parfaitement envisageable. Dans le cas d’une structure dynamique, vouée à être constamment
modifiée, le coût quadratique dans le pire des cas peut être rédhibitoire (quoique ce coût se réduise
àO(n logn) en moyenne [4]) et des méthodes de construction plus efficaces sont souhaitables.

De fait, plusieurs auteurs [75, 103, 98] proposent des méthodes de construction qui permettent de
construire ce trie en temps linéaire, si l’on ajoute unlien suffixeen chaque nœud interne. L’arbre
«enrichi» obtenu est appeléarbre des suffixes.

Pour un nœud interne du trie d’étiquetteaw (oùa est une lettre de l’alphabet etw un mot éven-
tuellement vide), le lien suffixe pointe vers le nœud interned’étiquettew (en prenant comme
convention que le nœud interne associé au mot videǫ est la racine). La figure 2.6 montre le trie
des suffixes et l’arbre des suffixes correspondant.

Bien sûr, de la même façon qu’il est possible de considérer lavariantePATRICIA d’un trie, l’arbre
des suffixes peut être compacté (voir exemple sur la figure 2.7). C’est naturellement cette struc-
ture de trie compacté qui est la plus utilisée en pratique. Nous en détaillons ici le mécanisme de
construction pour l’algorithme de MacCreight, notamment la façon dont sont maintenus les liens
suffixes.

Le but est d’obtenir un arbre qui, en chaque nœud interne, d’étiquetteax, affecte un pointeur
vers le nœud représentantx, qui est le mot obtenu en supprimant le premier symbolea. L’idée
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FIG. 2.7 – Arbre compact des suffixes pour le motbabaabaabab$ (voir la figure 2.6).
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α
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δ

γ

rescan

scan

FIG. 2.8 – La construction d’un arbre des suffixes.

générale est que si leie suffixeTi−1(t) vient juste d’être inséré en un nœud de niveaud, il n’est
pas nécessaire de retourner à la racine pour insérer le(i + 1)e suffixeTi(t). Emprunter un lien
suffixe proche raccourcit la recherche et ramène presque immédiatement sur la bonne branche de
l’arbre.

La figure 2.8 montre de quelle façon les liens suffixes sont crées et utilisés. Supposons que nous
cherchions à insérer un motw dans le trie. Dans la figure 2.8, on suppose quew peut s’écrire
axyz où a est un caractère etx, y et z sont des mots. En suivant la branche correspondante du
trie, on reconnaît le motaxy mais il y a échec pour le motz (on parle de «mismatch» au niveau
du premier caractère dez). L’arbre étant contracté, il n’y a pas nécessairement de nœud interne
qui corresponde àaxy. Sur la figure 2.8, on considère le cas le plus compliqué où l’on crée un
nouveau nœud interneα correspondant au motaxy. Le lien suffixe du nœudα doit alors être
calculé. Nous insérons alors le suffixe suivantxyz. On commence par remonter au nœudβ (le
père deα) qui représente le motax, et on emprunte le lien suffixe jusqu’au nœudγ qui représente
x. On descend à nouveau dans l’arbre, d’abord en suivant la branche correspondant ày (phase
dite de «rescanning» puisqu’on a déjà lu et recherché ce mot auparavant) jusqu’au nœudδ, puis à
partir deδ la branche correspondant àz (phase dite de «scanning»). La première partie est appelée
phase de rescanning car elle correspond à une portion du mot déjà vue au cours de l’insertion du
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FIG. 2.9 – Un arbre digital de recherche obtenu en insérant successivement les motsaccacb...,
acbbba..., accacc..., baabc..., acccbc..., acbaba..., accaaa....

précédent suffixe, et ne nécessite donc pas de vérifier que le chemin correspondant est valide.
(De fait, éviter ces vérifications s’avère primordial pour obtenir un algorithme qui fonctionne en
temps linéaire.) Cette phase peut s’achever sur un nœud interneδ existant. Dans le cas contraire,
un nouveau nœud est créé. Ce nœudδ devient alors la destination du lien suffixe deα. La preuve
de correction de l’algorithme repose sur le fait qu’a été rétabli l’invariant selon lequel tout nœud
interne sauf éventuellement le dernier créé possède un liensuffixe valide.

2.2.4 Arbre digital de recherche

L’arbre digital de recherche allie le principe de construction d’un arbre binaire de recherche (un
nœud interne contient une clé) et celui d’un trie (les lettres composant la clé guident la recherche).
Cette structure se distingue du trie car elle stocke un mot enchaque nœud. Dans la littérature,
l’arbre digital de recherche est la plus souvent un arbre binaire [63, 90]. On peut évidemment
généraliser au cas d’un alphabet non binaire (ce qui est faitdans la suite).

DÉFINITION 2.4 (ARBRE DIGITAL DE RECHERCHE). Les arbres digitaux de recherche sont
construits sur une suite finieS = (s1, . . . , sn) den éléments deMN. L’arbre digital de recherche
dst(S) est défini récursivement par :
– Si|S| = 0 alors l’arbre digital de recherchedst(S) = ∅.
– Si|S| > 0, l’arbre digital dst(S) de recherche est

dst(S) =
〈
s1, dst(T[1](S\s1)), . . . , dst(T[r](S\s1))

〉
,

où pourS = (s1, . . . , sn) la notationS\s1 désigne(s2, . . . , sn).

L’arbre digital de recherche dépend de l’ordre d’insertiondes éléments. Contrairement au trie,
l’arbre est construit sur une suite de mots et non sur un ensemble. On remarque qu’un arbre
digital construit surn mots possède exactementn nœuds.

Le principe de recherche est le suivant : Soitx la clé de taillek à rechercher dans l’arbredst(S).
La clés1 à la racine dedst(S) est comparée àx. En cas de succès, la recherche est finie. Sinon,
on va rechercherT(x) (le mot x privé de son premier symbole) dans le sous-arbre relatif à la
première lettre dex. Il y a échec si le sous-arbre n’existe pas. La recherche d’une clé conduit
à parcourir une branche qui est nécessairement un préfixe de la clé (comme pour un trie). La
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différence avec le trie se situe dans le fait qu’on effectue une comparaison de mot (et non d’un
symbole) en chaque nœud interne, et que l’on s’arrête en cas d’égalité.

2.2.5 Trie àk dimensions

Dans un trie àk dimensions, ouk-d trie, les éléments à considérer (l’univers des clés) ne sont
plus des mots infinis mais desk-uplets de mots infinis. L’idée est d’associer à unk-uplet de mots
−→s = (s1, . . . , sj) (où chaque motsi s’écrit si,1si,2 · · · si,k · · · ) un mots̃ construit en alternant
les symboles des différentes composantes

s̃ = s1,1s2,1 · · · sk,1︸ ︷︷ ︸
1ers symboles

s1,2s2,2 · · · sk,2︸ ︷︷ ︸
2es symboles

· · · s1,js2,j · · · sk,j︸ ︷︷ ︸
jes symboles

· · · .

Par exemple, le mot construit à partir du vecteur à trois dimensions

−→s =



abaa · · ·
baab · · ·
abab · · ·




est le mot̃s = aba bab aaa abb · · · .
Le k-d trie est alors construit pour un ensembleX = {−→x1 , . . . ,−→xn} de motsk dimensionnels en
considérant le trie construit sur l’ensemble de mots (simples)X̃ = {x̃1, . . . , x̃n} construits par ce
procédé.

Cette structure est adaptée à la recherche partiellement spécifiée (partial match query). Une re-
quête partielle consiste à rechercher un vecteur de mots (une donnée multidimensionnelle) dont
certaines composantes sont non spécifiées. Par exemple, la requête(abc, ∗, def) correspond à une
requête ‘a.d b.e c.f’ dans le trie correspondant (où le ‘.’ correspond à une lettre quelconque). Une
recherche d’un motif avec des lettres indéterminées dans untrie consiste à considérer non plus
une seule branche mais à une portion de l’arbre.

2.3 Applications

La structure de trie joue un rôle essentiel en algorithmiqueet ce, à plusieurs niveaux. Tout d’abord,
le principe de partitionnement propre à la construction du trie, départager des mots en comparant
leurs préfixes, est un principe facile à mettre en œuvre lorsque l’on traite des données digitales.
Plusieurs algorithmes probabilistes l’utilisent et, biensouvent, la preuve de leur bon fonctionne-
ment repose sur des propriétés d’un arbre digital qui est sous-jacent au déroulement de l’algo-
rithme.

Ensuite, la structure de trie en tant que structure de données est réellement centrale dans bon
nombre de problèmes. Il peut s’agir de la structure de trie décrite auparavant ou encore de légères
variations comme l’arbre des suffixes ou encore lesb-tries.

Le trie apparaît donc de deux façons différentes dans les applications : soit explicitement, en tant
que structure de données, soit implicitement, lorsque seulle principe de partitionnement est utilisé.

2.3.1 Algorithmes sur les mots

Recherche de mots et de motifs.La recherche de motifs (ou encore «pattern matching») est
un outil de base de l’informatique. Le problème de base consiste à déterminer si un motif a une
occurrence dans un texte. La structure de trie est pleinement adaptée à ce type de problème.
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La situation la plus simple où l’on cherche si un mot est présent dans un ensemble de mots est
traitée immédiatement grâce à la recherche dans le trie.

Dans le cas de la recherche d’un motifw dans un textet, l’outil le mieux adapté est l’arbre des
suffixes (voir section 2.2.3).

On peut aussi vouloir chercher plusieurs motifs (fixés) dansun texte (variable). On commence
alors par construire un trie sur l’ensemble des motifs. Pourchaque positioni dans le texte, on
parcourt le trie à partir de la racine. Si on aboutit à un nœud externe, un des motifs est présent sinon
on recommence à la positioni + 1 dans le texte. Cette méthode peut être affinée en introduisant
une fonction de retour plus adaptée (afin de ne pas revenir en cas d’échec à la positioni+ 1).

La structure de trie se prête bien à la recherche partielle (c’est cette caractéristique qui est utilisée
pour lesk-d tries). En effet, une requête contenant des lettres indéterminées ou contraintes dans un
certain intervalle, peut se voir comme un parcours d’une partie du trie (et non plus d’une branche
simple comme dans le cas d’une requête de base). Nous reviendrons sur cet aspect qui est un des
points forts de la structure du ternary search trie au chapitre 5.

Problèmes sur les mots.On a examiné les utilisations les plus immédiates des tries sur un en-
semble de mots. Nous présentons un catalogue (non exhaustif) lié à des problèmes de mots (voir
[3] pour plus d’exemples). La structure d’arbre des suffixesest centrale dans bien des cas (voir
l’article [3] d’Apostolico pour plus de précisions et références).
– Recherche de la première, dernière ou toute occurrence d’unmotif dans un mot.Au cours de

la construction de l’arbre des suffixes, on peut ajouter des informations sur les nœuds pour
effectuer une recherche d’un type particulier. Dans l’arbre des suffixes on peut étiqueter les
nœuds externes avec l’indice du suffixe qui a mené à sa création. En ajoutant pour chaque nœud
interne un lien vers le nœud externe dont l’étiquette est minimale dans son sous-arbre, on trouve
facilement la première occurrence dew dans un texte enO(|w|). On peut évidemment faire la
recherche du dernier motif en temps linéaire de façon symétrique.
On parcourt les nœuds externes dans le sous-arbre correspondant à un motw, on obtient toutes
les occurrences dew dans le textet.

– Fréquence d’un motif dans un mot.On peut construire un arbre des suffixespondéréindiquant
pour chaque nœud de l’arbre le nombre d’occurrencesC(w) du motw correspondant. Il suffit
pour cela de parcourir l’arbre de bas en haut en affectant pour chaque nœud la somme des
poids de ses fils. On retrouve alors le poidsC(w) en tempsO(|w|) en examinant le nœud
correspondant àw.

– Identifiant d’une sous-chaîne.L’identifiant d’une sous-chaîne pour une positioni correspond
pour un textet = t〈1, n〉 à la sous-chaînet〈i, k〉 la plus longue telle quet〈i, k − 1〉 soit suffixe
d’un autre suffixe det. Cela permet de savoir combien de lettres dans un motif sont nécessaires
pour identifier complètement la position dans un textet (voir [1]).

– La plus longue sous-chaîne répétée d’un mot.La plus longue sous-chaîne répétée d’un mot cor-
respond dans l’arbre des suffixes non compacté au mot associéau nœud interne de profondeur
maximale.

– Le plus grand facteur commun de deux mots.La construction d’un arbre des suffixes sur la
chaînex#y$ où# n’est pas un symbole de l’alphabet permet de trouver le plus grand facteur
commun dex ety en tempsO(|x| + |y|).

– Détection des carrés d’un mot.Un carré det est un mot de la formeww, oùw est un motpri-
mitif, c.-à-d. un mot qui ne peut s’exprimer comme une puissancevk aveck > 1. En modifiant
légèrement la procédure de construction de l’arbre des suffixes, il est possible de trouver tous
les préfixes carrés d’un textet.

– Statistiques sans recouvrement des facteurs d’un mot.On peut calculer pour un textet et un
de ses facteursw le nombrek d’occurrences distinctes dew tel qu’il soit possible d’écrire
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t = w1ww2ww3 · · ·wwk+1 avecwd pouvant être vide (d = 1, 2, . . . , k + 1). On peut tout
à fait prendre en compte cela en stockant en chaque nœud ce nombre d’occurrences au fur et à
mesure de la construction (cela est évidemment moins simpleque d’établir les statistiques avec
recouvrement).

Bioinformatique. Toutes ces utilisations se transposent évidemment dans le domaine de la bio-
informatique. Une structure digitale comme l’arbre compacté des suffixes peut être utilisée pour
l’analyse de séquences, l’identification de motifs «biologiquement» significatifs, la fabrication de
séquence ou encore l’homologie entre séquences.
Il a également été proposé de comparer la quantité d’information «utile» entre plusieurs séquences
en comparant la taille de ces séquences une fois compressées.

2.3.2 Compression, code de Huffman

Le principe de la compression consiste à utiliser une structure régulière dans un textet pour en
donner une représentation plus compacte. Nous ne nous intéressons dans les deux prochaines par-
ties qu’à des techniques de compression conservative qui gardent toute «l’information» contenue
dans le texte (par opposition à certaines techniques de compression d’image). SoientM, Σ deux
alphabets ett un texte construit surM. Compresser un message consiste àcoderle message sur
l’alphabetΣ (la plupart des applications utilisent un alphabet binaireΣ = {0, 1} de sortie). Les
notions de codage et de compression sont étroitement liées.Ainsi le but de la compression est
d’obtenir un codage du texte qui soit le plus court possible.

Nous examinons deux techniques de compression qui ont un lien direct avec les tries : le codage
«à la Huffman» (qui comprend le code de Huffman proprement dit, mais aussi le code de Fano-
Shannon) et les techniques de compression «à la Lempel et Ziv» (dont nous présentons deux
variantes LZ77 et LZ78) dans la section 2.3.3.

Si nous considérons un trie avecr nœuds externes (oùr est le nombre de lettres différentes dans
le texte), nous obtenons tout naturellement un code. Chaquesymbolei ∈ M sera codé par le
mot correspondant à la branche menant de la racine au nœud externei. Par exemple, la figure 2.10
montre trois codes qui pourraient être utilisés pour coderabracadabra . Les codes obtenus sont
respectivement

Codage 1 : 11 00 011 11 010 11 10 11 00 011 11 ,
Codage 2 : 11011 0110 0111 11011 010 11011 11010 11011 0110 0111 11011 ,
Codage 3 : 0 110 10 0 1111 0 1110 0 110 10 0 ,

qui sont de longueurs respectives 25, 49 et 23.

La construction d’un code n’est autre que la détermination d’un «bon» trie de codage. On veut
attribuer des codes courts aux symboles les plus fréquents et des codes plus longs aux symboles
plus rares.

Une propriété importante du codage obtenu à partir d’un trieest qu’il estsans préfixe. Aucun mot
binaire n’est le préfixe du code d’un autre symbole. (Cette propriété est évidente dès que l’on
considère le trie sous-jacent du codage.)

Construction d’un arbre de codage

Huffman.Le codage de Huffmanest une méthode (statique) pour construire le trie optimal pour
la longueur du code produit. Elle construit l’arbre binairepar une démarche «bottom-up» de la
manière suivante : au début on considère une forêt d’arbres binaires dont les éléments sont des
nœuds externes correspondant aux symboles à coder. De plus,chaque nœud contient un champ
freq qui a pour valeur la fréquence du symbole. La méthode est statique car les fréquences sont
supposées connues à l’avance.
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FIG. 2.10 – Trois tries permettant de coder les lettres A,B,R,C et D.

On choisit dans la forêt les deux nœuds qui possèdent les fréquences les plus faibles (à fréquence
égale le choix d’un nœud ou d’un autre n’a pas d’importance).Un nouveau nœud interne dont les
deux fils sont les deux nœuds choisis est construit. Le champfreq de ce nœud prend comme
valeur la somme des fréquences de ses fils. On obtient une nouvelle forêt. Ce processus itéra-
tif s’arrête lorsque la forêt ne contient plus qu’un seul arbre qui est le trie de codage (voir la
figure 2.11).

Le codage est optimal pour la modélisation proposée et parmiles codes sans préfixe. La longueur
du code obtenu n’est autre que la longueur de cheminement externe pondérée du trie obtenu.
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FIG. 2.11 – Les étapes de la construction du code de Huffman pour le texteabracadabra .

Fano-Shannon.Le codage deFano-Shannonutilise une approche descendante qui est très proche
du processus de construction d’un trie. La procédure est récursive. Les symboles de l’alphabet
M = {a1, . . . , ar} sont supposés rangés par ordre décroissant de probabilité (p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥
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pr). Soitw = a1a2 · · ·ar regroupant les lettres de l’alphabet. L’algorithme consiste à partitionner
l’ensemble des symboles en deux sous-ensembles dont la somme des fréquences est sensiblement
égale.

On construit l’arbre de codage successivement en construisant une suite d’arbres(Ai) :
– Au début,A0 est composé d’un seul nœud portant l’étiquettew = a1a2 · · · ar.
– On applique récursivement sur le nœud externe courant les deux règles récursives de construc-

tion de l’arbre. Deux cas se présentent :
(i) L’étiquette associée au nœud externe est composée d’une seule lettre. La récursion s’arrête.

Le code de la lettre est le chemin menant de la racine à ce nœud externe.
(ii) L’étiquette du nœud externe est un mot d’au moins deux lettres w〈i, j〉 (i < j) où

w〈i, j〉 = w〈i〉w〈i+ 1〉 · · ·w〈j〉. On crée un nouveau nœud interne ayant pour fils gauche
et fils droit deux nœuds externes ayant pour étiquettes respectives les motsw〈i, k〉 et
w〈k + 1, j〉, où l’entierk est déterminé par la formule

k = min{ℓ |
ℓ∑

n=i

pn ≥ 1

2

j∑

n=i

pn}.

Le processus de construction se poursuit récursivement surchacun des deux nœuds externes
crées.

La procédure suit quasiment les règles récursives de la construction d’un trie. Par construction, le
code construit attribue les mots les plus longs aux symbolesles moins probables.
Cette procédure produit un code sans préfixe qui n’est pas forcément optimal. Cependant en pra-
tique, les deux méthodes produisent des longueurs de code équivalentes.

Codage et décodage

Une fois le trie obtenu, il suffit pour encoder un message de coder chaque symbole par le mot
binaire relatif à la branche menant au nœud externe correspondant. Pour décoder, il suffit de suivre
dans le trie à partir de la racine la branche relative au mot binaire à décoder (à gauche pour 0 et
à droite pour 1) et d’émettre le symbole correspondant lorsque l’on atteint un nœud externe. On
recommence ce processus avec le reste du mot binaire en repartant à nouveau de la racine.

2.3.3 Compression, Lempel-Ziv

Les techniques de compression à la Lempel et Ziv utilisent des méthodes à base de dictionnaires.
C’est donc tout naturellement que la structure de trie est centrale pour ce type de compression
(voir l’article desurvey[6]).

Principe. Le compresseur comme le décompresseur maintiennent en parallèle un dictionnaire.
Cette méthode est donc dynamique et son principe se résume grâce au schéma de la figure 2.12.

On parcourt le texte et au fur à mesure de la lecture du texte enajoutant au dictionnaire des mots
choisis. On ne transmettra alors pour les prochaines occurrences de ces mots que leurs références
dans le dictionnaire.

Il existe de nombreuses variantes de l’algorithme de Lempelet Ziv. Le principe général est dans
un premier temps de découper le texte en segments. On transmet pour chaque nouveau segment
la référence dans le dictionnaire du mot qui correspond le mieux. C’est dans la stratégie de mise
à jour du dictionnaire que se situe la différence majeure entre les deux méthodes données par
Lempel et Ziv nommées LZ77 et LZ78. La première méthode (LZ77) insère dans le dictionnaire
l’ensemble des suffixes du nouveau segment (ce qui revient à dire que le dictionnaire contient
l’ensemble des facteurs du texte déjà vu) tandis que la deuxième (LZ78) n’insère que le segment
lui-même dans le dictionnaire. Les algorithmes L77 et L78 sont donc définis par :
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passé

position courante

déjà vu

nouveau segment

nouveau symbole

FIG. 2.12 – Principe de compression à la Lempel et Ziv : le texte est découpé en segment. Chaque
nouveau segment est une portion de texte déjà vue auquel on ajoute le symbole suivant.

LZ77. À partir de la position courante pour un nouveau segment s, on re-
cherche le plus long facteur dans le texte déjà parcouru. On transmet la réfé-
rence (position et longueur) du facteur déjà rencontré ainsi que la lettre sui-
vante. Le nouveau segment crée est donc la concaténation du facteur trouvé
et de la lettre. Le dictionnaire est mis à jour en ajoutant tous les suffixes du
segment.

LZ78. À partir de la position courante pour un nouveau segment s, on re-
cherche le plus long segment déjà rencontré auparavant (et donc dans le
dictionnaire). On transmet la référence (rang dans le dictionnaire) du seg-
ment déjà rencontré ainsi que la lettre suivante. Le nouveau segment s ainsi
construit est donc la concaténation du segment trouvé et de la lettre. On
ajoute le segment s au dictionnaire.

Par exemple, étant donné un texte ne contenant qu’une longuesuite dea, les segments correspon-
dants sont

LZ77 : | a | aa | aaaa | aaaaaaaa | ...
LZ78 : | a | aa | aaa | aaaa | aaaaa | ...

En d’autres termes, LZ77 définit comme nouveau segment le plus grand facteur possible dans
ce qui a déjà été lu, même si cela recouvre plusieurs segments. L’algorithme LZ78 respecte les
limites entre segments.

Pour LZ77, la transmission de chaque segment se fait grâce à un triplet du type<p,l,c> (posi-
tion de l’occurrence reconnue, longueur du facteur, et biensûr le nouveau symbole). Pour LZ78,
on transmet un couple<r,c> (le rang du segment trouvé dans le dictionnaire et le symboleà
ajouter pour créer un nouveau segment). La reconstruction du texte est simple puisqu’il suffit de
réaliser «l’expansion des références».

Par exemple, les deux suites

LZ77 : <0,0,a> <0,0,b> <0,0,r> <1,1,c> <1,1,d> <1,4,#> ,
LZ78 : <0,a> <0,b> <0,r> <1,c> <1,d> <1,b> <3,a> <0,#> ,

encodent le texte «abracadabra# » (avec un symbole de terminaison#).

Chaque algorithme s’appuie sur une structure de donnée spécifique.
(i) LZ77. La structure d’arbre des suffixes est adaptée car elle permetde stocker l’ensemble des

facteurs du texte. Si l’algorithme LZ77 originel (utilisant une fenêtre coulissante) est utilisé.
Trois arbres des suffixes construits et maintenus de façon à suivre la fenêtre permettent de
conserver un comportement linéaire (voir [85] pour l’explication de cette méthode).

(ii) LZ78. Le fonctionnement de l’algorithme de codage peut se voir surun arbre digital de
recherche (du moins dans le cas d’un alphabet binaire). En effet, considérons l’exécution de
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l’algorithme LZ78 lorsque lesk premiers caractères du textet ont été lus. Le nouveau segment
commence à la positionk + 1. On insère alors dans l’arbre digital de recherche le préfixep

deTk(t) minimal non présent dans l’arbre. Le dernier caractère dep est le caractère dont la
lecture provoque la création d’un nouveau nœud (voir figure 2.13). La taille de l’arbre construit
(c.-à-d. le nombre de nœuds) est alors la taille du texte compressé (ou encore le nombre de
paires<rang, symbole> du codage).
En pratique, pour un alphabet quelconque, on utilise un arbre digital avec des nœuds possédant
un champrang . La procédure de codage et de construction de l’arbre se faitde la façon sui-
vante. On part d’un arbre réduit à un nœud, la racine, dont le champrang est initialisé à 0.
Supposons que nous ayons déjà inséréi phrases et que nous soyons arrivés à la positionk + 1
du textet. Il reste donc à coderTk(t). On va construire la(i+1)e phrase en parcourant le texte
à partir de la position courante tout en suivant la branche correspondante dans l’arbre jusqu’à
obtenir une situation d’échec en un nœudα sur une lettrea (situation de «mismatch», c.-à-d.
qu’il n’y a aucune branche partant deα qui corresponde au symbole courant notéa). On crée
alors un nouveau nœudβ avec un champrang égal ài+ 1. Pour le codage il suffit de sortir la
paire<r, a> où r est la valeur du champrang du nœudα eta est l’étiquette du lien qui vient
d’être crée reliant les nœudsα etβ (voir figure 2.13 et figure 2.14).

a

α

β

ℓ

i + 1

FIG. 2.13 – Création d’un nouveau nœudβ au cours de l’insertion de la(i + 1)e phrase. On a
reconnu laℓe phrase suivie du symbolea. Le codage produit est le champrang du nœudα, père
deβ, suivi du nouveau symbole, c.-à-d.<ℓ, a>.

D’autres techniques de compression ont un rapport soit avecla structure de trie soit avec les
sources présentées au chapitre 4.
– Codage arithmétique.Le codage arithmétique utilise une approche complètement différente des

deux précédentes pour effectuer la compression. Il consiste à coder un textet par l’intervalle
fondamental correspondant. Si cela n’a pas vraiment de rapport avec les tries proprement dits,
cela en a avec les modèles de sources (en particulier les sources sans mémoire et les sources
Markoviennes) utilisées dans le cadre de l’analyse des tries dans cette thèse (voir chapitre 4).

– Gestion des codes d’échappement.Toutes les méthodes de codage basées sur la modélisation
statistique (Huffman, Fano-Shannon, compression arithmétique) peuvent considérer des modé-
lisations de source d’ordre supérieur. La plupart du temps,afin de ne pas saturer la mémoire,
cette modélisation prend en compte des «contextes» et des codes d’échappement afin de ne pas
allouer de mémoire pour un contexte non vu. La structure de trie se prête naturellement pour
rassembler les statistiques nécessaires à la modélisation.
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2.3.4 Hachage dynamique

Les techniques de hachage permettent de rechercher un élément dans un grand volume de données
de manière efficace. Une fonction de hachage associe à un élémentu d’un ensembleU une clé
de hachage à valeur dansX , où l’ensembleX est beaucoup plus petit queU . On construit une
table de hachage qui sera utilisée de la façon suivante. Une fonction de hachage calcule pour
chaque élément une clé de hachage. Cette clé de hachage est ensuite utilisée comme une adresse
(ou un indice) dans la table de hachage, comme point de départà partir duquel on cherche la clé
proprement dite.

Dans un contexte où l’on utilise des unités de stockage externes (disques, bandes), la clé de ha-
chage pointe vers une page qui ne peut stocker qu’un certain nombre d’éléments (on parle de
capacité de la page). Au fur et à mesure que les pages se remplissent, de nouvelles pages doivent
être allouées et les clés ne sont plus accessibles directement.

Plusieurs techniques tentent de remédier à cette situation: le hachage extensible (Fagin, Nie-
vergelt, Pippenger, and Strong [25]), le hachage dynamique(Larson [66]) et le hachage virtuel
(Litwin [69]). Le principe commun à toutes ces méthodes est que la fonction de hachage s’adapte
localement et dynamiquement. Lorsque les données changent(à cause de suppressions et d’inser-
tions), on conserve alors des accès quasi-directs. Ces trois techniques sont en général regroupées
sous le terme de hachage dynamique.

Il existe des liens très importants entre la recherche digitale et les techniques de hachage dy-
namique. Ainsi, ces techniques font appel à une fonction de hachageH qui associe à chaque
élément une clé de hachage binaire infinie. On accède à un ensemble de clésS au travers d’un
b-trie construit sur les clés de hachageH(S). Ainsi, les opérations effectuées sur une table de
hachage dynamique avec une taille de page égale àb peuvent se voir comme des opérations sur
un b-trie.

Le b-trie se décompose en deux parties : l’arbre formé par l’ensemble des nœuds internes constitue
le répertoiretandis que les nœuds externes (oupages) contiennent l’information proprement dite.
Les trois variantes diffèrent surtout selon la façon de représenter ce répertoire : une structure
chaînée pour le hachage dynamique, un arbre complet pour le hachage extensible ou encore une
table binaire pour le hachage virtuel (qui diffère également par d’autres aspects).

a a a a

a

a

a

aaa

b b b

b

b

b

b

b

bb

c

cccc dddd

r r

rrrr #

0 0 0 0

0000

0

1 1 1 1

1111

2 2 2

2222

3 3

3333

4

4444 5555 666 77

8

FIG. 2.14 – Les étapes correspondant au codage deabracadabra# pour l’algorithme LZ78
avec un arbre digital (avec en plus l’arbre initial réduit à un seul nœud). Les phrases insérées sont
a, b, r , ac , ad , ab , ra , # et les couples correspondants sont<0,a> , <0,b> , <0,r> , <1,c> ,
<1,d> , <1,b> , <3,a> , <0,#> .
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h(∼) = 010...
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FIG. 2.15 – Leb-trie, l’arbre parfait en résultant et la table utilisée pour le hachage extensible pour
l’ensemble de chaînes binaires{0001, 0000, 010100, 011011, 01110, 10110, 1011, 100, 1010}
pour une capacitéb = 4.

On s’attache plus particulièrement au cas du hachage extensible, simple à implanter. On voit sur la
figure 2.15 unb-trie, l’arbre complet correspondant et le tableau utilisée dans le cadre du hachage
extensible. Le paramètre intéressant ici est la profondeurdu répertoire. On appelle profondeur
d du répertoire la hauteur «interne» dub-trie (la profondeur maximale d’un nœud interne dub-
trie). La taille du tableau stockant le répertoire, également appelée taille du répertoire, est en effet
2d+1 − 1. Il est alors facile d’accéder à une page donnée, il suffit d’interpréter lesd premiers bits
de la clé de hachage comme une adresse et de suivre le pointeurstocké à cette adresse dans le
tableau (voir figure 2.15).

En cas de dépassement de la capacité d’une page, la taille du répertoire (ici la taille du tableau le
représentant) est doublée et le nouveau tableau est calculépar un algorithme linéaire à partir du
tableau initial (voir [25] pour les détails). Dans une implantation de cette méthode on associe à
chaque page la profondeur dans leb-trie (appelée profondeur locale dans [25]) de cette page. Cela
facilite les mises à jour. La bonne uniformité de la fonctionde hachage garantit un bon taux de
remplissage des pages.

Enfin, l’organisation des données dans chaque page est indépendante de la structure globale, mais
il est souvent judicieux d’utiliser une table de hachage (enutilisant less derniers bits de la clé de
hachage,s étant une constante fixée).

L’analyse en moyenne de du hachage extensible s’attache au paramètre de profondeur du réper-
toire et de taille du répertoire ([33]). Le fait de ne pas considérer leb-trie mais l’arbre complet
correspondant donne une taille du répertoire non linéaire.



2.3. Applications 25

i j

?digit à 0 digit à 1

FIG. 2.16 – Principe du tri radix : L’ensemble des mots est partitionné selon le premier bit.

void radixsort(int l, int r, int b, char **s) {
int i,j;
char *t;
if ((r>l) && (b>=0)) {

i=l;
j=r;
do {

while ((digit(s[i],b)==1) && (i<j)) i++;
while ((digit(s[j],b)==0) && (i<j)) j--;
t=s[i]; s[i]=s[j]; s[j]=t;

} while (i<j);
if (digit(s[r],b)==0) j++; /* si jamais on a que des 0 */
radixsort(l,j-1,b+1);
radixsort(j,r,b+1);

}
}

FIG. 2.17 – Code C implantant le tri radix.

2.3.5 Utilisation du principe de partitionnement

Pour les algorithmes suivant, l’idée est toujours la même etse calque sur la construction d’un
arbre digital (mais pas forcément un trie au sens strict du terme).

Tri radix

Cette technique de tri (parfois appelébucket sort) est récursive et permet de trier lexicographi-
quement les données. Nous nous restreignons ici à un alphabet binaire. Le cas d’un alphabet de
cardinal supérieur à deux est traité bien plus efficacement par un tri radix dont le principe se calque
sur la structure deternary search trie, ce qui fera l’objet de la section 5.3.4.

L’algorithme est dans son principe relativement proche de l’algorithme de tri rapide. Le code C
correspondant est présenté dans la figure 2.17. De même qu’une exécution de tri rapide peut se
«voir» sur un arbre binaire de recherche, le tri radix est liéà la structure de trie2.

Supposons que nous puissions réorganiser les chaînes à trier afin que les chaînes commençant par
0 soient avant celles qui commencent par 1. Cela définit immédiatement une méthode récursive
de tri : si les deux sous-ensembles de chaînes sont triés indépendamment, alors l’ensemble est
trié. Ce principe est illustré par la figure 2.16. On parcourtles chaînes de gauche à droite afin de
trouver une chaîne commençant par 1 ; on parcourt de droite à gauche pour trouver une chaîne qui
commence par 0 ; on échange, et on continue jusqu’à ce que les deux pointeurs se croisent.

2La construction d’un trie à partir d’un ensembleX de chaînes de symboles permet grâce à une lecture des nœuds
externes de gauche à droite de trierlexicographiquementcet ensemble.
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Estimation de la cardinalité pour les bases de données

La cardinalité du multiensemble sous-jacent, c.-à-d. le nombre d’élémentsdistincts, revêt une
importance fondamentale dans plusieurs algorithmes pour les bases de données. Cela nécessite
d’avoir une méthode efficace pour calculer le cardinal de gros (multi)ensembles. La méthode
naïve qui consiste à construire une liste des éléments sans répétitions est trop coûteuse au niveau
des accès disque ou mémoire.

Comptage probabiliste.Pour résoudre ce problème, Flajolet et Martin [39] (voir également [77])
ont proposé l’algorithme suivant. Afin d’estimer la cardinalité N d’un ensembleM (avec répéti-
tions), chaque élémentx ∈ M est donné en argument à une fonction de hachage afin d’obtenir
une chaîne binaires de taillem. Dans l’algorithme, on va seulement considérer la chaîne binaire
modifiées̃ construite en ne conservant que le premier bit à1 en partant de la gauche par exemple.

Exemple. Supposons que pour une donnéex la clé de hachage soits = 001001011, la chaîne
modifiée considérée ests̃ = 001000000.

L’idée est alors de considérerRN le rang maximal de 1 (toujours en partant de la gauche) parmi
toutes ces chaînes. La valeur deRN est alors une bonne approximation delog2N . D’un point
de vue informatique, cela consiste simplement à regarder laposition du bit le plus significatif
(en numérotant les bits à partir de0 de gauche à droite) dans une chaîne binaire construite en
composant bit à bit par un OU logique les chaînes modifiées.

L’analogie avec la construction d’un arbre digital binaire(qui n’est pas un trie puisque la condition
récursive de terminaison n’est pas la même) est immédiate. ImaginonsN personnes tirant à pile ou
face, la liste des tirs d’une personne n’est autre que sa clé de hachage. Ceux qui tirent1 s’arrêtent
de jouer (cela correspond à suivre la branche droite de l’arbre digital) tandis que ceux qui tirent0
rejouent (on suit alors la branche gauche). Le jeu s’arrête lorsque tout le monde a tiré un1.

La valeur deRN est la longueur de la branche extrême gauche de l’arbre ainsiconstruit. L’uti-
lisation de la fonction de hachage permet de compter effectivement la cardinalité de l’ensemble
(le nombre d’éléments distincts) puisque toutes les occurrences d’un même élément donneront la
même clé de hachage.

Variation : Kirshenhofer, Prodinger et Szpankowski [62] ont analysé une version qui prend en
compte un phénomène de séparation sous-jacent plus général(mais la méthode de comptage pro-
babiliste qui en résulte ne permet plus de considérer un ensemble avec répétitions).

Remarques :
– L’algorithme Flajolet-Martin peut également être généralisé en considérant la longueur de la

branche extrême gauche d’unb-trie
– Des techniques permettent d’obtenir une précision plus importante. Par exemple, on peut exé-

cuter plusieurs fois l’algorithme de comptage mais avec desfonctions de hachage différentes.
Dans ce cas, on montre qu’on atteint, en considérantm fonctions de hachage distinctes, en
moyenne une précision relative proche de

0, 78√
m
.

Une autre technique pour affiner les résultats est d’utiliser une technique de moyenne stochas-
tique [32]. On ne considère pasm fonctions de hachage, mais l’esprit est le même puisqu’on va
considérerm = 2B chaînes binaires (sur lesquelles on fera une moyenne). On calcule une clé
de hachage dont lesB premiers bits de cette clé sont utilisés pour sélectionner la chaîne à modi-
fier parmi lesm = 2B chaînes binaires. L’analyse en moyenne conclut à une précision relative
identique à celle résultant de la technique précédente (utilisantm fonctions de hachage).
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Échantillonage adaptatif.Cette méthode est également basée sur le hachage et a été analysée par
P. Flajolet dans [35]. Cela correspond à l’analyse de la branche extrême gauche d’un bucket trie.

À chaque étape, l’algorithme considère une liste contenantau plusm clés de hachage distinctes, où
m est un paramètre déterminant la précision de la méthode. On considère également un entierδ qui
correspond à la profondeur de l’échantillonage. L’algorithme commence avec une profondeurδ =
0 en construisant une liste sans répétitions des clés de hachage obtenues en parcourant l’ensemble
X jusqu’à ce que la liste soit complète (donc jusqu’à la(m+1)e clé de hachage). À ce moment, on
incrémente la profondeur àδ = 1, et on parcourt la liste en supprimant les valeurs ne commençant
pas par 0. On continue de parcourir les éléments deX en n’insérant dans la liste que les éléments
dont la clé de hachage commence par 0, et ce jusqu’à ce qu’on dépasse à nouveau la capacitém
de la pile. On réitère alors le processus en incrémentant la profondeur àδ = 2, et en supprimant
de la liste les clés ne commençant pas par0δ.
À la fin, lorsqu’on a parcouru tous les éléments deX , on est arrivé à une profondeurδ et la liste
contientℓ clés de hachage. Le cardinal estimé de l’ensemble est donc

2δℓ.

Le rapport entre l’algorithme et la branche extrême gauche d’un b-trie de capacitéb = m est clair.
La précision relative pour cette méthode est proche de

1, 20√
m
.

Élection d’un chef/perdant

Le problème est le suivant :comment singulariser quelqu’un dans une assemblée3 ? Afin de ré-
soudre ce problème, on donne à chacun une pièce permettant dejouer à pile ou face.

Le principe de l’élection est le suivant. Chacun, dans une assemblée deN personnes, tire à pile ou
face. Ceux qui tirent0 s’arrêtent de jouer (cela correspond à suivre la branche gauche de l’arbre
digital) tandis que ceux qui tirent1 rejouent (on suit alors la branche droite). Il reste bien sûrà
déterminer quand le jeu s’arrête et cela peut donner lieu à plusieurs variantes. Le plus simple est
de considérer que le jeu s’arrête lorsqu’il ne reste qu’un joueur. Si à une étape donnée tout le
monde tire 1, on recommence l’élection depuis le début.

Il s’agit donc toujours de suivre une branche particulière d’un trie (ici, la branche extrême droite).
Ce problème a fait l’objet d’analyses en moyenne assez poussées [82, 49, 59, 30] (nombre moyen
de tours et analyse de divers paramètres [82], distributiondu nombre de tours [30], modèle biaisé
[59]) Les résultats et les méthodes sont typiques de celles utilisées pour l’étude de structures
d’arbres digitaux (voir le chapitre 3).

Résolution de conflit pour les communications

Le principe de partitionnement est présent dans le protocole appelé protocole en arbre. On consi-
dère un certain nombre de stations qui s’échangent des messages sur un canal partagé [34, 38, 28].
Il s’agit de gérer au mieux les problèmes liés à la collision de messages. Chaque station ne peut
distinguer que trois états pour la ligne : 0 si personne n’émet, 1 si une seule station émet, et2+ s’il
y a collision. Ce protocole fut le premier à être prouvé stable (surpassant donc ainsi le protocole
ETHERNET). Le principe du protocole est simple :

3Selon les auteurs, l’être singulier est un chef ou un perdant(auquel cas il doit payer une tournée).
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En cas collision entre un groupe de stations, chaque stationeffectue un tirage à pile-
ou-face ; les stations se répartissent ainsi en 2 groupes et chaque groupe résout,
indépendamment de l’autre et récursivement, ses collisions.

Pour une implantation du protocole, on a recours à une pile.

Analyse d’algorithmes

Les tries en tant que structure digitale apparaît naturellement dans l’analyse de nombreux algo-
rithmes en informatique. Nous proposons deux exemples (nondétaillés et très superficiels) où
l’analyse s’apparente de manière plus ou moins détournée à l’analyse de paramètres de certains
tries.

Factorisation de polynômes.L’algorithme de Lazard est un algorithme de factorisation de poly-
nômes [67] sur un corps finiFp. Le coût dominant de l’algorithme de Lazard s’apparente pour un
polynôme avecr facteurs, à la hauteur d’un trie binaire construit surr séquences avec les proba-
bilités biaiséesα = 1

2 − 1
2p etβ = 1

2 + 1
2p (voir [44] pour les détails). Asymptotiquement, il est

équivalent à

2

log(α2 + β2)
log r +O(1).

Algorithme de simulation. Le problème initial consiste à générer une variable aléatoireX de
distribution exponentielle, i.e. telle que

Pr(X ≤ x) = 1 − e−x,

ou de façon équivalente

Pr(x < X ≤ x+ dx) = e−xdx.

Plusieurs algorithmes existent pour générer une telle variable (voir en particulier [63]). La mé-
thode proposée par Von Neumann [79] génère une variable aléatoire par l’intermédiaire du dé-
veloppement de Taylor de sa loi. Cette méthode a été étudiée précisément par Knuth et Yao [64]
au niveau le plus bas, c.-à-d. en comptant précisément le nombre de bits à tirer uniformément
pour générer le développement binaire (d’une longueur donnée) d’une variable aléatoire de loi
exponentielle. Sur 1000 simulations, Knuth et Yao ont conjoncturé que le nombre moyen̄c(k),
comptant le nombre de tirages «pile ou face » élémentaires nécessaire pour produirek bits de la
variable aléatoire est

c̄(k) ≈ k + 5,4± 0,2+ o(1).

Cet algorithme de Neumann-Knuth-Yao a été analysé par Flajolet et Saheb dans [42]. L’analyse
n’est pas sans rappeler certaines analyses liées aux tries,et effectivement, certains paramètres de
l’algorithme ont une définition inductive comparable avec celles qui seront introduites dans le
prochain chapitre exposant les méthodes classiques d’analyse de tries.
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Comme l’a montré le chapitre précédent, la structure de trieest largement utilisée en informatique
dans les applications les plus diverses. Cette structure est d’autant plus séduisante qu’elle se prête
également à une étude théorique qui confirme pleinement les bonnes propriétés observées en
pratique.

Dans cette thèse, nous nous plaçons dans le cadre de l’analyse en moyenne. Nous commençons
par définir ce cadre en prenant comme cas particulier l’analyse en moyenne de paramètres de
trie avec le modèle le plus simple et le plus étudié. Puis nousprésentons diverses approches pour
l’analyse en moyenne de tels tries. Les méthodes générales symboliques, axées autour des séries
génératrices et d’équations fonctionnelles ont un grand caractère de généralité et interviendront
à plusieurs reprises dans cette thèse (chapitre 6). Elles sont donc exposées plus en détail. Les
séries génératrices constituent le cadre d’analyse classique et usuel mais de nouveaux outils sont
nécessaires si l’on veut changer de type de source (afin de prendre en compte un certain type de
dépendance entre les lettres d’un mot du trie). Des méthodesalternatives exprimant les paramètres
de tries en fonction d’alignements exploitent des modèles aléatoires plus complexes comme les
chaînes de Markov et sont présentées brièvement. Le chapitre 7 montrera que les outils introduits
dans cette thèse (les opérateurs générateurs) permettent d’aller plus loin dans cette voie. D’une
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manière quasi systématique le dernier maillon dans la chaîne d’analyse de paramètres de trie
est latransformée de Mellin. Cet outil permet d’extraire d’une expression formelle complexe le
comportement asymptotique. La transformée de Mellin intervient plusieurs fois dans cette thèse :
au niveau de l’analyse classique des tries dans ce chapitre1 et également dans une forme plus
spécialisée au chapitre 8 pour l’étude des tries généraux.

Le cas des tries classiques pour les paramètres de longueur de cheminement et de taille (ainsi
que pour une majoration de la hauteur) est traité en détail (en particulier sur la façon dont on
extrait le comportement asymptotique à l’aide de la transformée de Mellin) pour mieux exposer
la démarche utilisée.

3.1 Analyse de complexité en moyenne

L’analyse d’un algorithme consiste à déterminer les ressources de calcul nécessaires (le plus sou-
vent temps et espace) à l’exécution de l’algorithme. La taille d’une donnée est en général reliée
assez «naturellement» à la place mémoire utilisée. Ainsi lataille d’un tableau sera souvent le
nombre d’éléments du tableau. Pour un entierm, on aura recours au nombre de bits nécessaires à
sa représentation. Une fois la taille définie, on regroupe les données d’un ensembleI par taille, et
l’on considère l’ensemble des données de taillen

In = {x ∈ I | |x| = n},

où |x| désigne la taille dex.
On associe alors à un algorithmeA fonctionnant sur cet ensemble de données un paramètreµ
défini surI (en général à valeurs entières) relatif soit à l’exécution même de cet algorithme sur
la donnéex (place mémoire, nombre d’opérations fondamentales comme des comparaisons, des
affectations...), soit à la configuration de sortie produite (comme le degré du PGCD dans le cal-
cul du PGCD de 2 polynômes deZ[X ] par l’algorithme d’Euclide). Une analyse de complexité
cherche à caractériser l’évolution d’un paramètre en fonction de la taillen de la donnée. Siµn est
la restriction deµ à In, on peut définir la complexité dans le meilleur des cas et dansle pire des
cas,Mn etPn par

Mn = inf{µn(x) | x ∈ In}, Pn = sup{µn(x) | x ∈ In}.

Ces deux notions sont intéressantes puisqu’elles donnent un encadrement du paramètreµn. L’ana-
lyse de complexité en moyenne, c.-à-d. l’étude deµn surIn commevariable aléatoire, permet de
préciser encore les choses. Il faut définir alors un modèle probabiliste surIn précisant la répar-
tition des données. La variableµn devient une variable aléatoire. La complexité en moyenne est
l’espérance de la variableµn :

µn = E[µn] =
∑

k

kPr[µn(X) = k].

Le plus souvent, le modèle probabiliste considéré est le modèle uniforme surIn. Un exemple
classique est celui des tris à base de comparaisons qui considèren nombres réels tirés de façon
indépendante selon une loi de probabilité continue sur[0, 1]. En raisonnant directement sur l’ordre,
cela revient à choisir une permutation de manière uniforme dans{1, . . . , n}.

Les diverses notions d’analyse (pire des cas, meilleure descas et cas en moyenne) sont bien
distinctes. Un algorithme très peu efficace sur certaines configurations dans le pire des cas et

1Même si dans ce cas, des techniques élémentaires permettentd’arriver au résultat [43].
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pratiquement linéaire en moyenne, constitue en fait un algorithme efficace la plupart du temps
(donc utilisable en pratique, quitte à laisser de coté les configurations gênantes).

Le cadre de l’analyse en moyenne étant posé, il convient de proposer un modèle pour ce que
l’on va appeler untrie aléatoire. Le modèle probabiliste choisi pour ce chapitre est d’un intérêt
fondamental. Il s’agit d’un modèle avec un alphabet binaireM = {0, 1} et le trie est construit sur
un ensemble de mots infinis. Chaque bit de chaque mot est tiré indépendamment dans{0, 1} avec
des probabilitésp etq (p+q = 1). Le cas équiprobablep = q = 1

2 (encore appelé cas symétrique)
est le modèle le plus courant dans les analyses et nous nous y attacherons plus particulièrement.
On dit encore que les mots sont produits par une source sans mémoire symétrique (voir chapitre 4).

D’autres modèles sont bien sûr possibles. On peut construire par exemple un trie surn mots de
longueur fixéek. Un trie aléatoire est alors construit sur un sous-ensemblede n éléments de
Mk. Dans ce modèle, appelé modèle à univers de mots finis, tous les sous-ensembles de mots de
cardinaln sont supposés équiprobables avec une probabilité

(
2k

n

)
/2k.

Une étude détaillée de ce modèle et de ses relations avec le modèle adopté dans ce chapitre (mo-
dèle à univers de clés infinies) se trouve dans [41].

3.2 Quelques récurrences

Dans cette partie, on considère un trie construit surN mots infinis produits par une source binaire
sans mémoire symétrique.

Les paramètres étudiés sont la longueur de cheminementLN (la somme des longueurs des che-
mins pour aller de la racine à chacune des feuilles) et la taille SN (le nombre de nœuds internes).

La récurrence se calque sur le principe récursif de construction du trie. SiN > 1, le trie T se
décompose en deux sous-tries gaucheT0 et droitT1. Le sous-arbre gaucheT0 regroupe les mots
commençant par 0 et le sous-arbre droit les mots commençant par 1. L’arbreT0 contientk mots
et l’arbreT1 contientN − k mots. La probabilité d’avoirk mots parmiN commençant par 0 est(
N
k

)
/2N . Il faut encore définir la contribution de la racine dans le paramètre de l’arbre étudié.

Celle-ci vaut1 pour le nombre de nœuds internes etN pour la longueur de cheminement. Cette
décomposition d’un paramètre selon sa contribution à la racine et dans les deux sous-arbres est
à la base de la plupart des analyses de tries. Ce principe seraà nouveau utilisé pour l’analyse de
tries généraux avec des sources générales au chapitre 8.

Les valeurs moyennesLN etSN de la longueur de cheminement et de la taille d’un trie construit
surN mots binaires aléatoires vérifient alors

LN = N +
1

2N

N∑

k=0

(
N

k

)
(Lk + LN−k) pourN > 1 avecL0 = L1 = 0, (3.1)

SN = 1 +
1

2N

N∑

k=0

(
N

k

)
(Sk + SN−k) pourN > 1 avecS0 = S1 = 0. (3.2)

Ces récurrences sont utilisables sous cette forme mais l’utilisation de l’outil puissant que sont les
séries génératrices permet de simplifier grandement la résolution de telles équations.
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Remarque.On peut récrire la récurrence pourLN

N (pourN > 1), on obtient

LN

N
= 1 +

2

2N

N∑

k=0

(
N
k

)

N
Lk = 1 +

2

2N

N−1∑

k=0

(
N − 1

k

)
Lk

N − 1
.

On peut donc se concentrer sur un seul des paramètres, car clairementLN = NSN−1.

On peut également établir des récurrences relatives à la hauteur d’un trie aléatoire. SoitpN,k la
probabilité qu’un trieT construit surN mots ait une hauteurH(T ) inférieure ou égale àk. Pour
un trie T de sous-tries gauche et droitT0 et T1, l’événement{H(T ) ≤ k} s’écrit {H(T0) ≤
k − 1 etH(T1) ≤ k − 1}. La conjonction de deux événements indépendants se traduitpar le
produit. On obtient

pN,k =
1

2n

N∑

i=0

pi,k−1pN−i,k.

3.3 Séries génératrices

Dans cette section, nous introduisons un des concepts centraux pour l’analyse en moyenne d’al-
gorithmes. Nous commençons par une présentation succinctedes séries génératrices ordinaires et
exponentielles et de leurs applications immédiates.
Les séries génératrices sont très intéressantes à plus d’untitre. Elles permettent par exemple de
résoudre les récurrences (3.1) et (3.2). De plus, les méthodes symboliques permettent de manipuler
en parallèle les objets étudiés et les séries génératrices associées. Les séries génératrices sont donc
plus qu’un outil. Elles offrent un moyen de pénétrer au cœur des structures étudiées.
Parfois la résolution de récurrences revient à résoudre uneéquation fonctionnelle mettant en jeu
des séries génératrices (on peut d’ailleurs faire un parallèle intéressant avec les méthodes du cha-
pitre 7). La connaissance de cette équation fonctionnelle fournit de nombreux renseignements sur
sa solution même si une solution explicite n’est pas connue.

3.3.1 Présentation

Cette section présente l’outil classique des séries génératrices et leur utilisation pour résoudre des
récurrences.

Séries génératrices ordinaires et exponentielles

DÉFINITION 3.1 (SÉRIE GÉNÉRATRICE ORDINAIRE). La série génératrice ordinaire (SGO) as-
sociée à une suite(ai)i≥0 est la série formelle

A(z) =

∞∑

k=0

akz
k.

L’exemple le plus simple de série génératrice ordinaire correspond à la suite constante égale à1
et vaut1 + z + z2 + z3 + · · · = 1

1−z .

DÉFINITION 3.2 (SÉRIE GÉNÉRATRICE EXPONENTIELLE). La série génératrice exponentielle
(SGE) associée à une suitea0, a1, . . . , ak, . . . est la fonction

Â(z) =

∞∑

k=0

ak
zk

nk
.
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La série génératrice associée à la même suite constante1, 1, 1, . . . est donc1+ z
1! +

z2

2! + · · · = ez.
Les sommes considérées ici peuvent ou non converger, mais nous ne nous intéresserons que très
peu, dans un premier temps, à ces problèmes de convergence etce, pour deux raisons. La pre-
mière réside dans le fait que les manipulations que nous opérons sur les séries génératrices sont
parfaitement définies si nous les considérons en tant que séries formelles, même en l’absence de
convergence.Ensuite, la nature même des suites étudiées enanalyse d’algorithme assure la conver-
gence des séries, au moins pourz suffisamment petit. Dans beaucoup d’applications en analyse
d’algorithme, l’analyse se divise typiquement en deux parties. Les relations formelles pour la série
entière permettent d’obtenir des formules explicites pourles séries génératrices. Puis, on étudie
les propriétés analytiques des séries génératrices en détail (ici la convergence des séries joue un
grand rôle) afin de revenir aux paramètres étudiés et pour obtenir des formules explicites.

Séries génératrices comme solutions de récurrences

Les séries génératrices sont un bon moyen de résoudre des récurrences. Si l’on examine les équa-
tions (3.1) et (3.2), en multipliant parzN les deux membres de chaque équation, on obtient une
expression sous forme d’un produit de convolution qui incite (fortement !) à utiliser les séries
génératrices exponentielles. En effet, pour deux séries génératrices exponentielles

Â(z) =
∑

ak
zk

k!
et B̂(z) =

∑
bk
zk

k!

le terme généralck de la série produit̂C(z) = Â(z)B̂(z) est

ck =
k∑

i=0

ai

i!

bk−i

(k − i)!
.

On aboutit donc à une équation fonctionnelle pour la série génératrice exponentielle

L̂(z) = zez − z + 2ez/2L̂(z/2). (3.3)

En «déroulant» cette relation, on obtient

L̂(z) = zez − z + 2ez/2L̂(z/2)

= zez − z + 2ez/2
(z

2
ez/2 − z

2
+ 2ez/4L̂(z/4)

)

= z(ez − 1) + z(ez − ez/2) + 4e3z/4L̂(z/4)

= z(ez − 1) + z(ez − ez/2) + z(ez − e3z/4) + 8e7z/8L̂(z/8)

...

= z
∑

j≥0

(
ez − e(1−2−j)z

)
. (3.4)

Il reste à extraire le coefficientLN à partir de cette équation. On a

LN = N ! [zN ] L̂(z) = N
∑

j≥0

(
1 −

(
1 − 1

2j

)N−1
)
.

(Nous montrerons par la suite un autre moyen d’obtenir une telle expression.) Une telle somme est
typique de celles rencontrées pour les tries binaires symétriques. Le comportement asymptotique
pourN → ∞ peut être étudié par des techniques élémentaires ou en utilisant des techniques plus
élaborées comme la transformée de Mellin (voir la section 3.8).
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3.3.2 Utilisation pour l’analyse en moyenne

Nous venons de voir une application pour l’analyse d’algorithmes puisque la longueur de chemi-
nement externe n’est autre que le nombre de bits examinés parl’algorithme de triradix. D’autres
séries génératrices sont très importantes pour l’analyse en moyenne, comme les séries génératrices
de probabilités et les séries génératrices bivariées.

Série génératrice de probabilité.Les séries génératrices de probabilités permettent de manipuler
des probabilités et de simplifier le calcul des valeurs moyennes et des moments.

DÉFINITION 3.3.Soit une variable aléatoireX prenant des valeurs entières et positives, avec
pk = Pr{X = k}, la fonctionP (u) =

∑
k≥0 pku

k est appelée la série génératrice des probabi-
lités (SGP) de la variable aléatoire.

Grâce au théorème suivant, on est en mesure de trouver les valeurs moyennes et les variances (et
plus généralement tout moment) sans passer par des calculs impliquant des sommes discrètes.

THÉORÈME3.4 (VALEUR MOYENNE ET VARIANCE À PARTIR DES SGP). Soit P (u) la série
génératrice de probabilités d’une variable aléatoireX . La valeur moyenne deX est égale à
P ′(1) et la variance est égale àP ′′(1) + P ′(1) − P ′(1)2.

Preuve.La preuve de ce théorème classique est reproduite ici car elle introduit des calculs simples
et éclairant sur les séries génératrices. Sipk = Pr{X = k}, alors

P ′(1) =
∑

k≥0

kpk u
k−1
∣∣
u=1

=
∑

k≥1

kpk,

la valeur moyenne deX , par définition. De façon similaire, en remarquant queP (1) =
∑
pk = 1,

le résultat pour la variance s’ensuit directement

Var(X) = E[(X − E[X ])2]

=
∑

k≥0

(k − P ′(1))2pk

=
∑

k≥0

k2pk − 2
∑

k≥0

kP ′(1)pk +
∑

k≥0

P ′(1)2pk

=
∑

k≥0

k2pk − P ′(1)2

= P ′′(1) + P ′(1) − P ′(1)2.

De manière générale, la quantitéE[Xr] =
∑

k k
rpk est lere moment et s’exprime en fonction

des dérivées successives deP (u) enu = 1.

Série génératrice bivariée.L’analyse en moyenne d’algorithmes s’intéresse à non seulement
compter des structures d’une certaine taille, mais aussi, conjointement, à étudier les valeurs de
divers paramètres (par exemple le nombre de mots d’un trie conjointement avec la hauteur). Nous
utilisons à cette fin les séries génératricesbivariées. Ce sont des séries formelles de deux variables
relatives à des suites doubles. Un indice se rapporte à la taille du problème, l’autre se réfère au
paramètre analysé.
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DÉFINITION 3.5 (SÉRIE GÉNÉRATRICE BIVARIÉE). Soit(an,k)n,k≥0 une suite double. La série

A(z, u) =
∑

n≥0

∑

k≥0

an,ku
kzn

est appelée la série génératrice bivariée (SGB) de la suite. Nous utilisons la notation
[znuk]A(z, u) pour désigneran,k, [zn]A(z, u) pour désigner

∑
k≥0 an,ku

k et [uk]A(z, u) pour
désigner

∑
n≥0 an,kz

n.

Bien entendu, cette définition est relative aux séries génératrices bivariéesordinaireset peut être
rendue «exponentielle» en divisant chaque terme parn!. Ainsi la SGB exponentielle de(an,k) est

Â(z, u) =
∑

n≥0

∑

k≥0

an,ku
k z

n

n!
.

Nous utilisons lesSGB dans le cadre suivant. Pour un élémentα deP , oùP est une classe de
structures combinatoires, on considère la fonction de coûtc(α) donnant la valeur d’un paramètre
sur l’entréeα. Alors la série génératrice bivariée pour cette fonction decoût est

P (z, u) =
∑

α∈P

uc(α)z|α| =
∑

n≥0

∑

k≥0

pn,ku
kzn

oùpn,k est le nombre de structures de taillen et de coûtk.
On peut encore écrireP (z, u) sous la forme

P (z, u) =
∑

n≥0

pn(u)zn avecpn(u) =
∑

k≥0

pn,ku
k,

pour grouper selon la taille. De manière symétrique l’écriture

P (z, u) =
∑

k≥0

qk(z)uk avecqk(z) =
∑

n≥0

pn,kz
n,

permet de grouper les termes de la série relatifs à un même coût.
On voit queP (z, 1) est la série génératrice énumérative de la classeP . En effet le terme
[zn] P (z, 1) est le nombre d’objets de taillen.

DÉFINITION 3.6 (SÉRIE GÉNÉRATRICE CUMULÉE). Soit P une classe de structures combina-
toires avec une série génératrice bivariéeP (z, u) (associée à une fonction de coûtc). Alors la
fonction

∂

∂u
P (z, u)

∣∣∣∣
u=1

=
∑

α∈P

c(α)z|α|

est la série génératrice cumulée. SiPn est la classe de toutes les structures deP de taillen, alors
la somme

∑

α∈Pn

c(α)

est définie comme le coût cumulé pour les structures de taillen.
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Cette terminologie s’explique par le fait que le coefficientdezn dans la série génératrice cumulée
est le coût cumulé.

Le théorème suivant permet de calculer la valeur moyenne de la fonction de coût lorsque les
structures d’une taille donnée sont équiprobables.

THÉORÈME3.7 (SÉRIE GÉNÉRATRICE BIVARIÉE ET COÛT MOYEN). Pour une série généra-
trice bivariéeP (z, u) pour une classe de structures combinatoires, le coût moyen pour toutes
les structures de taillen sous un modèle uniforme est

[zn] ∂
∂u P (z, u)|u=1

[zn]P (z, 1)
.

Preuve.Le rapport du coût cumulé sur le nombre de structures de taille n correspond bien à la
valeur moyenne recherchée.

Nous nous servirons de ces séries génératrices cumulées dans le chapitre 6.

3.4 Méthodes symboliques sur les tries

À partir d’une récurrence relative à un paramètre structurel du trie, on peut calculer la série gé-
nératrice correspondante, puis une équation fonctionnelle comme dans (3.3). On peut en fait bien
souvent se passer de l’étape établissant la récurrence. L’idée consiste à relier directement sous
un modèle probabiliste donné les paramètres structurels detrie à des équations fonctionnelles de
séries génératrices. C’est précisément la méthode symbolique exposée dans [41] (voir également
[43]) qui relie de façon algébrique les paramètres et les séries génératrices.
L’analyse consiste à exprimer les paramètres sous une formeadaptée puis à en déduire une équa-
tion fonctionnelle. Celle-ci peut le plus souvent être «déroulée» comme dans (3.3) pour obtenir
une expression exacte. Dans le cas des tries, le comportement asymptotique est ensuite souvent
établi à l’aide de la transformée de Mellin qui constitue le dernier maillon de la chaîne d’analyse.

Pour un ensembleX den mots binaires, nous utiliserons la notationT[0](X) et T[1](X) pour
désigner les mots obtenus à partir de ceux deX grâce au décalageT et regroupant pour le premier
les mots commençant par 0 et pour le deuxième les mots commençant par 1.

T[b](X) = {T(x)|x ∈ X et σ(x) = b}, (pourb ∈ M = {0, 1}).

Dans ce paragraphe, un trie construit surn mots produits indépendamment par une source sans
mémoire binaire symétrique. Avec nos notations la probabilité que l’ensembleX de cardinaln se
partage en deux sous-ensemblesT[0](X) etT[1](X) de cardinauxk etn− k est

1

2n

(
n

k

)
.

Très souvent, on peut exprimer un paramètrev récursivement par rapport aux sous-tries en tenant
compte de la contributionw à la racine

v(X) = v(T[0](X)) + v(T[1](X)) + w(X). (3.5)

Le paramètre est défini de façon inductive grâce à des opérations «élémentaires» et aux opérateurs
T[0], T[1]. On associe à un paramètrea la série génératrice

â(z) =
∑

X

a(X)

|X |! z
|X|.
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Le lemme suivant (tiré de [41]) permet de traduire les relations sur les paramètres sur les séries
génératrices.

LEMME 3.8 (TRADUCTION DES PARAMÈTRES). Si les paramètres sur les tries satisfont les rela-
tions

a(X) = λb(X), a(X) = b(X) + c(X), a(X) = b(T[0](X))c(T[1](X)),

alors les séries génératrices exponentielles vérifient

â(z) = λb̂(z), â(z) = b̂(z) + ĉ(z), â(z) = b̂(z/2)ĉ(z/2).

Preuve.Les deux premières relations sont triviales. La forme produit provient du fait que siX
est un ensemble aléatoire den mots deMN, l’ensembleT[0](X), conditionné à être de cardinal
k, est un ensemble aléatoire dek mots deMN. (On utilise ici fortement le fait que les symboles
constituant un mot sont indépendants.) La dernière relation est prouvée par

â(z) =
∑

n≥0

an
zn

n!
=
∑

n≥0

n∑

k=0

1

2n

(
n

k

)
bkcn−kz

n

=



∑

n≥0

bn
(z/2)n

n!





∑

n≥0

cn
(z/2)n

n!




= b̂(z/2)ĉ(z/2).

On peut également définir des «briques» de base pour exprimerles paramètres de trie.

LEMME 3.9 (PARAMÈTRES PARTICULIERS). Les valuations :

a(X) = 1, b(X) = δ|X|,p, c(X) = |X |,

(où δn,p désigne le symbole de Kronecker2 admettent pour séries génératrices exponentielles

â(z) = ez, b̂(z) =
zp

p!
, ĉ(z) = zez.

Les deux lemmes précédents permettent de traduire la relation (3.5). On obtient l’expression

v̂(z) = 2ez/2v̂(z/2) + w(z).

Avant d’en venir à des exemples d’applications, remarquonsque cette équation peut être résolue
par itération à l’aide du lemme suivant.

LEMME 3.10 (LEMME ITÉRATIF). On suppose que laSGEvérifie

f̂(z) = cez/2f̂(z/2) + ŵ(z).

et qu’il existe un entierd pour lequel les conditions suivantes sont vérifiées :

2δn,p = 1 si n = p et 0 sinon.
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– la fonctionŵ(z) vérifie une condition de contraction

ŵ(z) = O(zd) lorsquez → 0,

– la fonctionf vérifie la condition initialef(0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · = f (d−1) = 0.
Alors l’équation admet une unique solution de la forme

f̂(z) =
∑

j≥0

cj ŵ(z/2j)ez(1− 1

2j ),

et les coefficientsfn sont donnés par la formule

fn =

n∑

k=0

(
n

k

)
w∗

k

1 − 2−k
, oùw∗

k = k![zk]e−zŵ(z). (3.6)

Preuve.Les conditions initiales ainsi que la condition de contraction assurent la convergence de
la somme infinie. Pour la deuxième partie, on considèref̃(z) = e−zf̂(z) (on verra au chapitre 8
que cela équivaut à travailler dans le modèle de Poisson correspondant). La fonctioñf(z) vérifie

f̃(z) = cf̃(z/2) + w̃(z) (avecw̃(z) = e−zŵ(z)).

En identifiant les coefficients, on obtient la relationf̃n = c2−nf̃n + w̃n. La relation (3.6) s’ensuit
alors puisque les coefficients def(z) s’obtiennent par convolution à partir de ceux def̃(z) et
ez.

3.5 Analyse

On peut à l’aide de ces trois lemmes analyser un grand nombre de paramètres liés aux tries.

Longueur de cheminement et taille.Les paramètress du nombre de nœuds etℓ de longueur de
cheminement s’expriment ainsi grâce aux paramètres élémentaires. En effet on a

s(X) = 1 − δ|X|,0 − δ|X|,1 + s(T[0]) + s(T[1]

ℓ(X) = |X | − δ|X|,1 + ℓ(T[0]) + ℓ(T[1] .

La première relation exprime le fait que la taille d’un trie construit surX est la somme des tailles
des sous-arbres gauche et droit plus un (contribution de la racine) siX contient au moins deux
éléments. La longueur de cheminement, toujours si le nœud existe (i.e.|X | > 1), est égale à la
somme des longueurs de cheminement des sous-arbres gauche et droit plus la contribution de la
racine|X |. En appliquant les lemmes 3.8 et 3.9, on obtient directementles équations fonction-
nelles

ŝ(z) = ez − 1 − z + 2ez/2 ŝ(z/2)

ℓ̂(z) = zez − z + |X | + 2ez/2 ℓ̂(z/2).

On calcule les solutions exactes sous forme de sommes infinies grâce au lemme 3.10.

ŝ(z) =
∑

k≥0

2k

(
ez − ez(1− 1

2k ) − zk

2k
ez(1− 1

2k )

)
(3.7)

ℓ̂(z) =
∑

k≥0

z(ez − ez(1− 1

2k )). (3.8)
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L’équation (3.8) est la solution que l’on avait obtenue en (3.4) à partir de la récurrence. Contraire-
ment à la preuve calculatoire précédente, on obtient directement la série génératrice à partir de la
définition inductive du paramètre. On trouve également les expressions des coefficientssn et ℓn

sn =
∑

k≥0

2k(1 − (1 − 1

2k
)n − n

2k
(1 − 1

2k
)n−1) (3.9)

ℓn = n
∑

k≥0

(1 − (1 − 1

2k
)n−1). (3.10)

On obtiendra Ces expressions autrement au chapitre 4.

Hauteur. La quantitépk(X) vaut 1 si le trie est de hauteur inférieure àk et 0 sinon. Elle obéit à
la définition inductive

pk(X) = pk−1(T[0](X))pk−1(T[1](X)).

De plus, la valeur moyennepk,n pour les ensemblesX de cardinaln est exactement la proba-
bilité qu’un ensemble den mots ait un trie associé de hauteur au plusk. On trouve l’équation
fonctionnelle grâce aux lemmes 3.8 et 3.9

p̂k(z) = p̂(z/2)2 = p̂0(z/2
k)2

k

= (1 + z/2k)2
k

.

L’espérance de la hauteur d’un trie construit surn mots est exactement

hn =
∑

k≥0

(1 − pk,n) =
∑

k≥0

[
1 − n![zn](1 + z/2k)2

k
]
. (3.11)

Remarques.

1. Ces méthodes très puissantes permettent également d’obtenir les expressions exactes de la
valeur moyenne d’autres paramètres (comme la longueur de cheminement d’un patricia trie,
la recherche dans unk-d trie, voir [41]).

2. Ces méthodes s’adaptent à un modèle probabiliste où les probabilitésp etq = 1−p d’avoir
0 ou 1 ne valent plus12 (cas biaisé). Les lemmes 3.8 et 3.10 s’adaptent. Les propriétés
additives sont toujours vraies. La principale différence se situe au niveau des paramètres
multiplicatifs, pour lesquels la relation

v(X) = w(T[0](X))t(T[1](X)),

se traduit par

v̂(z) = ŵ(pz)t̂(qz).

3. Ces lemmes peuvent également être étendus à un alphabet non binaire [41].

Le point commun à toutes ces méthodes est de ne considérer quedes sources sans mémoire pour
les mots produits. Cette thèse examinera un modèle de sourcetrès général (qui englobe en particu-
lier les sources sans mémoire mais aussi les chaînes de Markov) qui permet de prendre en compte
des dépendances entre les symboles (voir chapitre 4). Ce modèle qui englobe la majeure partie
des modèles classiques envisagés pour les tries utilisera un autre type d’approche et établira des
résultats très généraux sur les tries.



3.6. Séries génératrices bivariées 40

3.6 Séries génératrices bivariées

Les séries génératrices étudiées dans la section précédente étaient univariées. Elles correspon-
dentà des séries génératrices d’espérances pour la taille et la longueur de cheminement et à une
série génératrice de probabilités pour la hauteur. Les séries génératrices bivariées ont un pouvoir
d’expression plus grand puisqu’elles prennent en compte deux paramètres conjointement.

Nous nous intéressons par exemple au paramètre donnant la profondeur à laquelle la clé est insé-
rée. Les probabilitéspn,k qu’une clé soit insérée à une profondeurk dans un trie contenantn+ 1
mots donnent lieu à une série génératrice exponentielle de probabilités [53]. Le modèle aléatoire
pour les mots peut être ici biaisé (de paramètresp et q = 1 − p). Toute l’information sur ces
probabilités est résumée dans la série génératrice

P̂ (z, u) = u[pP̂ (pz, u) + qP̂ (qz, u)] + (1 − u)e−z. (3.12)

Remarque.Une telle équation se prête naturellement à l’analyse grâceà la transformée de Mellin
présentée à la section 3.8.

On peut également trouver des relations pour la série génératrice bivariée de la hauteur. Considé-
rons la série génératrice exponentielle bivariéeĤ(z, u) associée à la hauteur. Le calcul se passe en
deux temps. D’abord on va étudier la série génératrice exponentielle des probabilitéspk,n qu’un
trie construit surn mots soit de hauteur inférieure ou égale àk. On a déjà trouvé dans le cas
symétriquep = q = 1

2 la série génératrice

p̂k(z) =
∑

k≥0

pk,n z
n/n! = (1 + z/2k)2

k

.

Une formule existe également dans le cas biaisé. On peut utiliser la récurrence






pk,n =
∑

n1+n2=n

(
n

n1,n2

)
pn1qn2pk−1,n1pk−1,n2 , k ≥ 1, n ≥ 0

p0,n = 0 n ≤ 1

p0,n = 1 n > 1,

ou encore appliquer une version biaisée des lemmes 3.8 et 3.10. On obtient

p̂k(z) =
∑

n≥0

pk,n
zn

n!
=

∏

k1+k2=k

(
e−zpk1qk2

(1 + zpk1qk2)
)( k

k1,k2
)
.

On utilise le fait que la probabilité qu’un trie construit sur n mots soit de hauteurk est(pk,n −
pk−1,n) si k > 0 etp0,n sinon. La série génératrice de la hauteur s’écrit alors

ĥ(z, u) =
∑

n≥0

hn(u)
zn

n!

=
∑

n≥0

zn

n!

∑

k≥0

(pk,n − pk−1,n)uk + p0,n

= (1 − u)
∑

k≥0

ukpk,n
zn

n!
= (1 − u)

∑

k≥0

pk(z)uk.

Cette équation relie la série génératrice exponentielle bivariée de la hauteur̂h(z, u) à la série
génératrice exponentiellêpk(z) des probabilités qu’un trie soit de hauteur inférieure àk.
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Le fait de trouver une équation fonctionnelle ne constitue que le premier pas de l’analyse en
moyenne. Plusieurs cas se présentent alors : on a une solution explicite sur laquelle toute la ma-
chinerie des séries génératrices est applicable (extraction de coefficients, calculs des moments) ; il
peut également arriver qu’on ne conaisse pas de solution explicite mais la structure de l’équation
fonctionnelle donne des informations notamment sur le comportement asymptotique du paramètre
(l’outil employé est alors l’analyse complexe).

3.7 Utilisation des alignements

Les méthodes des paragraphes précédents permettent de prendre en compte seulement les mo-
dèles indépendants où les mots sont produits par une source sans mémoire (cf. chapitre 4). Afin
de considérer d’autres modèles, plusieurs auteurs ont proposé des expressions alternatives des
paramètres de tries qui font appel à la notion d’alignement [54, 96, 4, 60]. On peut prendre en
compte les dépendances de type markovienne (la probabilitéd’avoir un symbole dépend du sym-
bole précédent) ou encore les dépendances survenant en examinant les suffixes successifs d’un
texte.

Considérons une suiteX = (x1, . . . ,xn) den mots sur un alphabet finiM de tailler. On définit
la matrice des alignements(Ci,j)1≤i,j≤n. Le termeCi,j (pour i 6= j) désigne la longueur du
plus long préfixe commun aux deux motsxi et xj . Ainsi, Ci,j = k si et seulement sixi et xj

coïncident exactement sur lesk premiers caractères mais diffèrent sur le(k + 1)e. La matrice
(Ci,j) est symétrique, i.e.Ci,j = Cj,i.

Exemple.Soit X = (aabba . . . , ababb . . . , abbaa . . . , babaa . . . ) alors la matrices des aligne-
ments est

C =




∞ 1 1 0
1 ∞ 2 0
1 2 ∞ 0
0 0 0 ∞


 .

La plupart des paramètres de trie ont une interprétation en termes d’alignements [96]. Par exemple,
la profondeurD(i)

n du nœud externe correspondant àxi s’exprime comme la longueur maximale
parmi les alignements (pour parvenir au dernier nœud interne) plus un pour le lien reliant ce nœud
interne au nœud externe

D(i)
n = 1 + max

1≤i<j≤n
{Ci,j}.

La profondeur moyenne d’une feuilleDn, la longueur de cheminementLn, la hauteurHn s’ex-
priment à l’aide deD(i)

n et donc des alignementsCi,j . En effet on a

Dn =
1

n

n∑

i=1

D(i)
n = 1 +

1

n

n∑

i=1

max
j 6=i

{Ci,j}

Ln =

n∑

i=1

D(i)
n = n+

n∑

i=1

max
j 6=i

{Ci,j}

Hn = max
1≤i≤n

{D(i)
n } = 1 + max

1≤i<j≤n
{Ci,j}.

Sur l’exemple précédent, on obtientDn = 9/4, Ln = 9,Hn = 3.

Suivant la démarche de Jacquet et Szpankowski [54], nous allons nous concentrer sur le paramètre
Dn.
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Les mots sont indépendants les uns des autres doncD
(i)
n etDn ont même distribution pour touti.

la définition deDn se réduit donc à

Dn = 1 + max{C1,1, . . . , C1,n}.

En appliquant le principe d’inclusion-exclusion, on obtient

Pr{Dn > k} = Pr{
n⋃

j=2

[C1,j > k]} =
1

n

∑

j=2

n(−1)j

(
n

j

)
j Pr{C1,2 > k, . . . , C1,j > k}.

(3.13)

Cette formule est vraie dans un cadre très général et reste valable pour une distribution quel-
conque des symboles dans chaque mot. La série génératrice ordinaire des probabilités associée au
paramètreDn s’écrit donc

Pn(z) =
∑

k≥0

Pr{Dn = k}zk

=
1

n

∑

j=2

n(−1)j

(
n

j

)
j

[Pr{C1,2 > k − 1, . . . , C1,j > k − 1} − Pr{C1,2 > k, . . . , C1,j > k}]zk. (3.14)

Considérons maintenant le modèle le plus simple avec un alphabet binaireM = {0, 1} où les
symboles sont émis indépendamment avec les probabilitésp et q. Alors la probabilitéPr{C1,2 >
k, . . . , C1,j > k} s’écrit

Pr{C1,2 > k, . . . , C1,j > k} = (pj + qj)k+1,

et la série génératricePn(z) de l’équation (3.14) devient après des calculs simples

Pn(z) = 1 − 1 − z

n

n∑

j=2

(−1)j

(
n

j

)
j(pj + qj)

1 − z(pj + qj)
. (3.15)

Ainsi une application du théorème 3.4 donne une expression de l’espérance deDn

E[Dn] =
1

n

n∑

j=2

(−1)j

(
n

j

)
j(pj + qj)

1 − (pj + qj)
. (3.16)

Le comportement asymptotique de telles sommes alternées (3.15) et (3.16) est obtenu grâce à une
analyse de Mellin [94] (bien que l’utilisation en soit légèrement différente que celle qui en est
faite habituellement dans les tries).

On peut considérer un modèle lié aux chaînes de Markov (cf. chapitre 4) qui prend en compte
une dépendance limitée entre symboles successifs (mais toujours en supposant que les mots sont
indépendants) et c’est alors la même méthode qui s’applique. Le cas où les mots sont les suffixes
d’un même texte (et ne sont donc plus indépendants) est abordé dans [4]. Cela est en rapport avec
l’arbre des suffixes du chapitre 2.

Cette approche se prête également assez bien à une vision dans le cadre des intervalles fonda-
mentaux (chapitre 4). Cela constitue d’ailleurs un axe de recherche dans le prolongement de cette
thèse.
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3.8 Transformée de Mellin

La transformée de Mellin est omniprésente pour l’analyse enmoyenne sur les tries. C’est un
moyen les plus directs et élégant pour parvenir à extraire lecomportement asymptotique d’une
somme harmonique tout en mettant en évidence d’éventuels phénomènes oscillatoires de très
faible amplitude.

3.8.1 Définitions

Dans la suite, la notation〈α, β〉 désignera la bande ouverte du plan complexe{s ∈ C | Re(s) ∈
]α, β[ }.

DÉFINITION 3.11 (TRANSFORMÉE DEMELLIN ). Soitf : ]0,∞[ → R une fonction localement
sommable sur]0,∞[, la transformée de Mellin est définie par

mellin[f(x); s] = f⋆(s) =

∫ +∞

0

f(x)xs−1dx

La plus grande bande〈α, β〉 sur laquelle l’intégrale converge est appeléebande fondamentalede
f⋆.

Exemple.La fonction exponentielle a pour transformée la fonction GammaΓ(s) avec pour bande
fondamentale〈0,+∞〉. On définit la fonction exponentielle tronquéeeb(z) d’ordreb pourb > 0
par

eb(z) = ez − 1 + z − z2

2!
+ · · · + zb−1

b!
.

Cette fonction interviendra dans l’analyse pourb = 1 et b = 2. On calcule immédiatement (par
un changement de variables) que la transformée deeb(x) est

eb(x) → Γ(s) s ∈ 〈−b,−b+ 1〉 .

Remarque –En coupant l’intégrale en 2,
∫∞

0
=
∫ 1

0
+
∫∞

1
, on voit que les conditions

f(x) =
x→0+

O(xu), f(x) =
x→∞

O(xv),

garantissent, siu > v, quef⋆(s) existe dans la bande〈−u,−v〉. Ainsi apparaît le rapport entre le
développement asymptotique def en0 (resp. en+∞) et la frontière gauche (resp. droite) de la
bande fondamentale def⋆.

3.8.2 Propriétés fonctionnelles

Soitf : ]0,∞[ → R une fonction localement sommable sur]0,∞[ dont la transformée de Mellin
admet〈α, β〉 comme bande fondamentale. On peut établir directement les propriétés suivantes :

(i) mellin[f(µx); s] = µ−sf⋆(s) s ∈ 〈α, β〉, µ > 0

(ii) mellin[λf(x); s] = λf⋆(s) s ∈ 〈α, β〉
(iii) mellin[

∑
k∈K λkf(µkx); s] = (

∑
k∈K λkµ

−s
k )f⋆(s) s ∈ 〈α, β〉, µk > 0,K fini

(iv) mellin[f( 1
x ); s] = f⋆(−s) s ∈ 〈−β,−α〉
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(i) et(ii) s’obtiennent facilement grâce à la linéarité de l’intégration et un changement de variable.
(iii) découle directement de(i) et (ii). On verra plus loin qu’on peut étendre cette formule sous
certaines conditions au cas oùK est infini. Enfin, un changement de variable permet d’obtenir
(iv). Cette formule permet de ne chercher que le comportement asymptotique en0+ (resp. en
+∞), puisque le développement asymptotique deg(x) en+∞ (resp.0+) se ramène à celui de
f(x) = g( 1

x ) en0+ (resp.+∞).

3.8.3 Propriétés asymptotiques

Il y a une correspondance précise entre le développement asymptotique d’une fonction en 0 (resp.
+∞), et les pôles de la transformée de Mellin dans un demi-plan gauche (resp. droit) par rap-
port à la bande fondamentale. Chaque terme du développementasymptotique def de la forme
xc(log x)k correspond à un pôle d’ordrek + 1 de sa transforméef⋆ ens = −c. Mais cette cor-
respondance sera utilisée dans le sens inverse. Pour déterminer le développement asymptotique
deF (x), on calcule la transformée de MellinF ⋆(s) et chaque pôle deF ⋆ donnera un terme du
développement asymptotique de F. Soit une fonctionΦ méromorphe ens = s0. La fonctionΦ se
développe en une série de Laurent au voisinage des0

Φ(s) =

+∞∑

k=−∞

ck(s− s0)
k.

La fonctionΦ(s) a unpôled’ordrer si r > 0 et c−r 6= 0, et estholomorpheens0 si ck = 0 pour
toutk < 0. On définit lapartie singulièredeΦ ens = s0 par

−1∑

k=−∞

ck(s− s0)
k.

DÉFINITION 3.12.SoitΦ méromorphe surΩ et S ⊆ Ω l’ensemble des pôles deΦ dansΩ. La
partie singulièrede Φ sur Ω est la somme formelle des parties singulières deΦ en chacun des
points deS.

Notation – SiE est la partie singulière deΦ surΩ, on utilise la notation

Φ(s) ≍ E (s ∈ Ω).

Exemple :

1

s2(s+ 1)
≍ 1

s+ 1
+

1

s2
− 1

s
(s ∈ 〈−2, 2〉)

La notion de partie singulière d’une fonction méromorphe sur un ensembleΩ ⊆ C étant définie,
on peut énoncer le théorème suivant qui relie l’expression singulière de la transformée de Mellin
d’une fonction avec le développement asymptotique en+∞ :

THÉORÈME3.13.Soit f une fonction continue sur]0,+∞[ dont la transformée de Mellinf⋆

admet une bande fondamentale non vide〈α, β〉. On suppose que

(i) f⋆(s) admet un prolongement méromorphe sur〈α, γ〉 avecγ > β, et est analytique sur
Re(s) = γ.
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(ii) Il existe un réelη ∈]α, β[, un entierr > 1 et une suite réelle(Tj)j∈N strictement croissante
divergeant vers+∞ tels que

f⋆(s) = O(|s|−r),

sur la réunion des segments{s ∈ C | Re(s) ∈ [η, γ] , Im(s) = Tj}, quandj → +∞.

Sif⋆(s) admet comme partie singulière

f⋆(s) ≍
∑

(ζ,k)∈A

dζ,k
1

(s− ζ)k
(s ∈ 〈η, γ〉),

alors le développement asymptotique def(x) en+∞ est

f(x) =
∑

(ζ,k)∈A

dζ,k
(−1)k

(k − 1)!
x−ζ(log x)k +O(x−γ).

Fluctuations périodiques.Un pôle def⋆ en un pointζ = σ + it non réel introduit dans le
développement asymptotique un terme de la forme

x−ζ = x−σe−it log x

qui contient une composante périodique enlog x de période2π/t. Ce sont ces phénomènes de
fluctuations qui rendent la transformée de Mellin si utile puisqu’ils sont difficilement accessibles
par d’autres méthodes.

3.8.4 Sommes harmoniques

DÉFINITION 3.14.Une somme de la forme

G(x) =
∑

k∈K

λkg(µkx) (K fini ou infini)

est appelée somme harmonique. Les ensembles{λk} et {µk} forment respectivement l’ensemble
des amplitudes et des fréquences. La fonctiong(x) est appelée fonction de base de la somme
harmonique.

Dans la suite, seuls les développements asymptotiques en+∞ nous intéressent. On va donc seule-
ment s’intéresser aux sommes harmoniques dont les fréquences harmoniquesµk tendent vers 0.
La série de Dirichlet associée à la somme harmonique est

Λ(s) =
∑

k∈K

λkµk
−s.

La transformée de Mellin d’une somme harmonique finie s’écrit

G⋆(s) = Λ(s)g⋆(s).

On peut étendre cette formule du produit aux sommes harmoniques infinies sous les conditions du
théorème des sommes harmoniques. Ce théorème permet de garantir la convergence d’une somme
harmonique et d’en obtenir son développement asymptotique.
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THÉORÈME3.15 (SOMMES HARMONIQUES). SoitG(x) une somme harmonique,

G(x) =
∑

k∈K

λkg(µkx),

telle que :

– g est continue sur]0,+∞[ etg⋆ a pour bande fondamentale〈α, β〉 ;

– Λ(s) =
∑

k∈K λkµk
−s la série de Dirichlet associée àG(x) a un demi-plan de conver-

gence simpleRe(s) < σ.

Supposons de plus que

(i) σ > α, c’est à dire que le demi-plan de convergence simple deΛ(s) a une intersection non
vide avec la bande fondamentale〈α, β〉. Notonsβ′ =∈ (β, σ).

(ii) Il existe un nombre réelγ > β pour lequelg⋆ etΛ admettent un prolongement méromophe
sur 〈α, γ〉 et soient analytiques surRe(s) = γ.

(iii) Il existe un réelη ∈]α, β′[ et une suite réelle(Tj)j∈N strictement croissante divergeant vers
+∞ tels que

g⋆(s) = O(|s|−k), pour tout entier k > 0,
Λ(s) = O(|s|r), pour un entier r > 0,

sur la réunion des segments{s ∈ C | Re(s) ∈ [γ, η] , Im(s) = Tj} quandj → +∞.

Alors la somme harmoniqueG(x) converge sur]0,+∞[ et sa transforméeG⋆(s) est bien définie
sur 〈α, β′〉 et s’écritG⋆(s) = Λ(s)g⋆(s). SiG⋆(s) admet de plus comme partie singulière

G⋆(s) ≍
∑

(ζ,k)∈A

dζ,k
1

(s− ζ)k
(s ∈ 〈γ, η〉),

alors le développement asymptotique deG(x) en+∞ est

G(x) =
∑

(ζ,k)∈A

dζ,k
(−1)k

(k − 1)!
x−ζ(log x)k +O(x−γ).

3.8.5 Application

Comme exemple d’application de la transformée de Mellin, examinons les expres-
sions (3.9), (3.10) et (3.11) obtenues respectivement pourla taille sn, la longueur de chemine-
mentℓn et la hauteurhn d’un trie binaire construit avec une source symétrique sansmémoire
symétrique

sn =
∑

k≥0

2k(1 − (1 − 1

2k
)n − n

2k
(1 − 1

2k
)n−1) (3.17)

ℓn = n
∑

k≥0

(1 − (1 − 1

2k
)n−1) (3.18)

hn =
∑

k≥0

[
1 − n! [zn](1 + z/2k)2

k
]
. (3.19)
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Afin de ne pas alourdir inutilement cette présentation, on vaici faire appel à une simplification qui
sera pleinement justifiée au chapitre 8. Cette simplification consiste à opérer la correspondance

(1 − a)n 7→ e−an (3.20)

n(1 − a)n−1 7→ ne−na (3.21)

n! [zn](1 + z/2k)2
k 7→ e−n

(
1 +

n

2k

)2k

. (3.22)

Derrière ce «stratagème» se cache en fait le passage à un modèle de Poisson où les calculs peuvent
être menés à terme plus simplement (voir chapitre 8). Les relations (3.20) et (3.21) sont des équi-
valents. La méthode du point de col permet d’obtenir la relation (3.22) (cela sera détaillé lors de
la présentation de cette méthode au chapitre 8).

Longueur de cheminement externe

On va étudier la somme harmonique correspondant àℓn

F (x) =
∑

k≥0

2k x

2k
(1 − ex/2k

), (3.23)

de fonction de basef(x) = x(1 − e−x), de fréquences{µk = 2−k}k≥0 et d’amplitudes{λk =
2k}k≥0. On calcule la transformée de Mellin

f⋆(s) = −Γ(s+ 1) (s ∈ 〈−2,−1〉).

La série de Dirichlet associée àF (x) est

Λ(s) =
∑

k≥0

2k2ks =

∞∑

k=0

(2s+1)k =
1

1 − 2s+1

La série de DirichletΛ(s) a un demi-plan de convergence simpleRe(s) < −1. Les pôles deΛ
sont situés sur une droite verticaleRe(s) = −1 aux points

χk = −1 +
2ikπ

log 2
,

pourk ∈ Z. La figure 3.1 précise les conditions d’application du théorème (les pôles sont repré-
sentés par des points). Appliquons le théorème des sommes harmoniques
– f⋆ a pour bande fondamentale〈−2,−1〉 ;
– Λ a pour demi-plan de convergence simpleRe(s) < −1 d’intersection non vide avec〈−2,−1〉 ;
– Λ etf⋆ admettent un prolongement méromorphe surC et sont analytiques surRe(s) = δ pour

tout réelδ < −1 ;
– Soitδ < 1. On considère la suite(Tj) définie par

Tj =
(2k + 1)π

log 2
.

Alors sur la réunion des segments, défini pour éviter les pôles deΛ, on a

{s ∈ C | Re(s) ∈ [−3

2
, δ] et Im(s) = Tj},

qui est défini pour éviter les pôles deΛ, on a

|Λ(σ + iTj)| = | 1

1 + 21+σiTj
| ≤ 1

1 + 21−3/2
= O(|s|0).



3.8. Transformée de Mellin 48

χ1

χ2

χ3

χ−1

χ−2

δ−1−2

−3/2

Bande fondamentale

FIG. 3.1 – Situation des pôles et de la bande fondamentale dans leplan complexe.

De plus, la version complexe de la formule de Stirling

|Γ(σ + it)| ∼
√

2π|t|σ−1/2e−π|t|/2 (t → +∞),

permet d’obtenir pour toutr > 1, quandj → +∞, que

|f⋆(σ + iTj)| = |Γ(1 + σ + iTj)| = O(|s|−r).

Le théorème s’applique :F (x) converge sur]0,+∞[. La partie singulière deF ⋆(s) = Λ(s)F ⋆(s)
est

F ⋆(s) ≍ 1

log 2

1

(s− 1)2
− (

1

2
+

γ

log 2
)

1

s− 1
+
∑

k∈Z⋆

1

log 2

Γ(1 − χk)

s− χk
(s ∈ 〈−3/2, δ〉),

oùγ désigne la constante d’Euler. Il faut pour la calculer se rappeler que

Γ(s) =
1

s
− γ +O(s) (s→ 0)

(1 − 2−s)−1 =
1

log 2

1

s
+

1

2
+O(s) (s→ 0)

On obtient alors le développement deF (x) quandx → +∞ et donc le développement asympto-
tique deℓn

ℓn =
1

log 2
n logn+ (

1

2
+

γ

log 2
)n+

n

log 2
P (log2 n) +O(n−δ).

Le polynômeP (log2 x) regroupe les termes imaginaires liés auxχk.

P (log2 x) =
∑

k∈Z⋆

Γ(
2ikπ

log 2
)e−2ikπ log2(x).

Du fait de la forte décroissance deΓ(2ikπ
log 2 ) quandk → +∞, |P (log2 x)| est majoré par10−6.
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Nombre de nœuds internes

Le développement asymptotique du nombre de nœuds internes se calcule de la même façon que
pour la longueur de cheminement externe. On considère la somme harmonique

F (x) =
∑

k≥0

2k(1 − e−x/2k

(1 + x/2k)),

de fonction de basef(x) = (1− e−x(1 + x)), de fréquencesµk = 2−k et d’amplitudesλk = 2k.
L’espérancesn est égale àF (n). On calcule la transformée de Mellin def

f⋆(−s) = −(s+ 1)Γ(s) (s ∈ 〈−2, 0〉).

La série de Dirichlet associée àF (x) est

Λ(s) =
1

1 − 21+s
(s ∈ 〈−∞,−1〉).

Le théorème des sommes harmoniques s’applique encore. Soitδ > 0. Cette fois ci,F ⋆ n’a que
des pôles simples sur

〈
− 3

2 , δ
〉

situés en 0 et aux points

χk = −1 +
2ikπ

log 2
, pourk ∈ Z.

La partie singulière deF ⋆(s) = Λ(s)f⋆(s) s’écrit

F ⋆(s) ≍ 1

log 2

1

s− 1
+

1

s
+
∑

k∈Z⋆

1

log 2

(χk − 1)Γ(−χk)

s− χk
(s ∈ 〈−3/2, δ〉).

On a besoin des 2 développements suivants

Γ(s) = − 1

s+ 1
+O(1) (s→ −1)

(1 − 2−s)−1 =
1

log 2

1

s
+

1

2
+O(s) (s→ 0).

On obtient immédiatement le développement deF (x) quandx→ ∞ pour toutc > 1

F (x) =
1

log 2
x+ 1 − x

log 2
Q(log2 x) +O(x−c).

Le polynômeQ(log2 x) est un polynôme regroupant les termes imaginaires liés auxχk.Q(u) est
périodique de période 1, et d’amplitude négligeable devant1 (mais intervient contrairement au cas
de la longueur de cheminement externe dans le terme principal du développement asymptotique).

Hauteur

La hauteur ne se traite pas aussi simplement puisqu’elle ne s’exprime pas directement comme une
somme harmonique.

hn =
∑

k≥0

[
1 −

(
e−n/2k

(1 + n/2k)
)2k]

.
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On se limite à une majoration de la quantité précédente3 grâce à l’inégalité

(1 + x)e−x ≥ e−
x2

2 .

On en déduit

hn ≤
∑

ℓ≥0

(1 − e−n2/2k+1

).

On examine la somme harmonique

F (x) =
∑

k≥0

f(µkx) avecf(x) = 1 − e−x2

etµk = 2(k+1)/2.

On calcule la transformée de Mellin def(x) (de bande fondamentale〈−2, 0〉) et la série de Diri-
chlet (de demi-plan de convergence〈−∞, 0〉)

f⋆(s) = −1

2
Γ(s/2) et Λ(s) =

2s/2

1 − 2s/2
.

Les deux fonctions admettent bien un prolongement méromorphe surC. Soit δ > 0. La partie
singulière deF ⋆(s) sur〈−1/2, δ〉 est

F ⋆(s) ≍ 2

log 2

1

s2
+ (

1

2
− γ

log 2
)
1

s
+
∑

k∈Z⋆

1

log 2

Γ(−χk)

s− χk
(s ∈ 〈−1/2, δ〉),

oùγ désigne la constante d’Euler etχk = 2ikπ/ log 2. On obtient le développement asymptotique

hn ≤ 2

log 2
logn+ (

−1

2
+

γ

log 2
) − 1

log 2
R(logn2/2) +O(n−δ).

Encore une foisR(log2 x) est périodique d’amplitude négligeable devant 1.

Remarque.On peut montrer en utilisant une méthode plus fine que la hauteur a effectivement
pour espérance en2

log 2 log(x) + O(1). La majoration utilisée est une «bonne» majoration. Nous
le montrerons au chapitre 8 avec un modèle de source beaucoupplus général.

3La hauteur sera traitée en détail avec un modèle de source plus général au chapitre 8.
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Nous abordons dans ce chapitre le cadre général dessources dynamiques probabilisées. Tout
d’abord, nous introduisons deux types de sources dynamiquessymboliques, nommés basiques et
Markoviens. De tels mécanismes sont reliés auxsystèmes dynamiquesdéfinis à l’aide d’applica-
tions expansives sur l’intervalle[0, 1] (voir à ce propos [5, 68, 87]). Le modèle peut encore être
étendu en considérant une fonction de densité (analytique)de l’intervalle[0, 1], ce qui définit un
nouveau type de source :les sources dynamiques probabilisées. Enfin, nous présentons les notions
d’intervalle fondamental et de mesure fondamentale, puis introduisons deux caractéristiques de la
source, l’entropie et la probabilité de coïncidence.

Les sources dynamiques sont introduites et étudiées dans [102] et des notions similaires jouent
un rôle important pour l’analyse d’algorithmes autour de l’algorithme d’Euclide en théorie des
nombres [100, 99, 101].

4.1 Comment produire des symboles ? Les sources classiques.

On considère ici une source qui produit un flot infini de symboles. On cherche un modèle qui
s’approche le plus possible de la «réalité» tout en restant utilisable théoriquement (le modèle
n’est pas «vide» et permet de mener des calculs à terme).

La production de symboles est un phénomènediscret. On peut ainsi s’imaginer qu’à chaque coup
d’horloge, un nouveau symbole est émis par la source. Le choix du symbole à émettre peut prendre
en compte un grand nombre de paramètres. Nous décrivons ici deux sources classiques dont le
mécanisme est probabiliste : les sources sans mémoire et leschaînes de Markov.

51
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4.1.1 Sources sans mémoire

Le principe d’une source sans mémoire est simple. On se donneun alphabetM et les fréquences
d’apparition des symboles{pi}i∈M. Puis, on émet à chaque coup d’horloge le symbolei avec
la probabilitépi. Par définition, la source sans mémoire ne tient aucun comptedes symboles
précédemment émis : il n’y a aucune dépendance entre deux symboles émis par la source.

Tous les exemples émaillant cette partie sont tirés du livrede Dominic Welsh [104]. Pour la langue
anglaise avec un alphabet de taille 27 (les lettres plus le caractère espace), une première tentative
(grossière) de modélisation, dite approximation d’ordre 0, consiste à émettre chaque lettre avec
une probabilité1

27 . Un exemple typique d’un mot produit par une telle source est(d’après [104])

DM QASCJDGFOZYNX ZSDZLXIKUD.

La deuxième étape, naturelle, consiste à considérer des probabilités non uniformes calculées à
partir d’un corpus. On obtient alors un mot qui «ressemble» déjà plus d’un point de vue syntaxique
à une phrase naturelle en anglais

OR L RW NILI E NNSBATEI.

4.1.2 Chaînes de Markov

Le prochain échelon à gravir consiste à prendre en compte lesdépendances entre les lettres. En
effet, la lettre ‘T’ en anglais a toutes les chances d’être suivie d’un ‘H’. En français, la lettre ‘Q’ sera
souvent suivie de la lettre ‘U’. Les chaînes de Markov du premier ordre (car il est évidemment
possible d’examiner les dépendances plus lointaines, non réduites à deux lettres consécutives)
permettent de prendre en compte ce type de modèle.

Considérons les probabilités conditionnelles calculées àpartir des fréquences de paires de lettres
successives (ou digrammes)

pi|j = pji/pj

où pji est la probabilité du digrammeji (la lettrej suivie de la lettrei) et pi|j est la probabilité
conditionnelle d’avoir un symbolei lorsque le symbole précédent estj. Une chaîne de Markov
est donc définie à partir d’une matrice de transitionΠ = (pi|j) et un vecteurπ0 de probabilités
initiales. Un vecteurπ = (pi) de probabilités est tel quepi ≥ 0 pour touti et

∑
pi = 1. Ces

matrices ont beaucoup de propriétés et sont abondamment étudiées (voir [29] par exemple pour
une présentation plus détaillée). Par exemple, pourp = (pi) un vecteur de probabilités, le vecteur
Π× p est également un vecteur de probabilités. Les coefficients des itérés de la matriceΠ ont une
signification importante. En effet le coefficient(i, j) deΠk (ligne i et colonnej) correspond à la
probabilité conditionnelle d’avoir un mot de longueurk qui commence par la lettrej et finisse par
la lettrei.

Pour générer un texte qui obéisse à ce modèle (issu d’un corpus), on peut utiliser une méthode de
type Monte Carlo due à Shannon. Cette méthode permet d’éviter le calcul des probabilités à partir
du corpus. On choisit un texte au hasard et on pointe une lettre aléatoirement. Supposons que cette
lettre soit ‘B’. On pointe à nouveau au hasard un endroit du texte et l’on parcourt le texte jusqu’à
rencontrer la lettre ‘B’. Le symbole à émettre est alors le symbole le suivant immédiatement. Ce
symbole devient le symbole courant, et on itère le processus.

Grâce à cette méthode, on génère par exemple le texte suivantqui correspond à une chaîne de
Markov du premier ordre

OUCTIE IN ARE AMYST TE TUSE SOBE CTUSE.
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Init
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p0
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p0|0

p1|0

p1|1

p0|1

FIG. 4.1 – Automate (non déterministe) correspondant à une chaîne de Markov sur un alphabet
{0, 1} avec des probabilités initialesp0, p1 et une matrice de transition(pi|j).

Plutôt que de prendre des dépendances sur deux lettres, on peut considérer une «fenêtre» sur
les derniers caractères afin d’émettre le prochain symbole (la méthode de Shanon s’adapte fa-
cilement). On obtient alors des approximations d’ordre supérieur correspondant à des chaînes
de Markov d’ordre supérieur. Une approximation par une chaîne de Markov d’ordre 2 donne la
phrase

HE AREAT BEIS HEDE THAT WISHBOUT SEED DAY OFTE,
AND HE IS FOR THAT MINUMB LOOTS WILL AND GIRLS,

A DOLL WILL IS FRIECE ABOARDARICE STRED SAYS,

(Source : Runyon on Broadway)

En faisant preuve de beaucoup d’imagination et en acceptantles néologismes au sens trouble, on
peut commencer à trouver du sens à cette phrase !

C’est peut-être plus frappant encore avec des langues qui nous sont familières sans que pour autant
nous les lisions couramment. Ainsi prenant comme corpus le texte «de Senecute» de Ciceron, nous
obtenons pour le latin les approximations

IENEC FES VIMONILLITUM M ST ER PEM ENIM PTAUL

(Chaîne de Markov premier ordre),

SENECTOR VCI QUAEMODOMIS SE NON

FRATURDIGNAVIT SINE VELIUS

(Chaîne de Markov deuxième ordre).

Une définition équivalente des chaînes de Markov est de les visualiser grâce à des automates non
déterministes. L’ensemble des états est constitué de l’ensemble des symboles plus un état initial.
De chaque étatj partent les arcs vers chacun des étatsi, l’arc correspondant étant emprunté avec
la probabilitépi|j (voir figure 4.1). De l’état initial partent des arcs correspondant aux probabilités
initiales{pi}. On part de l’état initial. Puis, à chaque fois que l’on arrive dans un état on émet le
symbole correspondant.

La tâche qui consiste à modéliser une source en partant d’un texte réel (que ce soit un corpus en
langue naturelle, ou encore des numéros de cartes de crédit)est ardue. Le modèle idéal tiendrait
compte de l’ensemble des caractères déjà émis pour choisir le prochain symbole, c.-à-d. qu’il
considérerait pour un alphabetM les ensembles{pw}w∈Mk des probabilités d’apparition d’un
préfixew de longueurk

pw = Pr {v ∈ MN a pour préfixew}.
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Bien sûr, on a l’égalité pour toutk ≥ 0

∑

w∈Mk

pw = 1.

Les sources dynamiques fournissent un cadre général qui permet de modéliser à la fois les sources
sans mémoire, les chaînes de Markov mais également d’autrestypes de sources comme par
exemple la source en fraction continue qui prend en compte l’ensemble du passé pour décider
du prochain symbole à émettre.

4.2 Mécanisme basé sur les sources dynamiques

4.2.1 Sources dynamiques symboliques de base

Dans le contexte de la théorie de l’information, une source est un mécanisme qui produit des mots
infinis sur un alphabetM. Dans un premier temps, ce sont les sources associées aux systèmes
dynamiques de base (pour lequel le mécanisme est le même à chaque étape) qui nous intéressent.

DÉFINITION 4.1 (SOURCE SYMBOLIQUE DE BASE). Une source dynamique de base est définie
à l’aide de quatre éléments :
(a) Un alphabetM inclus dansN fini ou dénombrable.
(b) Unepartition topologiquedeI :=]0, 1[ avec des intervalles ouverts disjointsIm, i.e.,I =⋃

m∈M Im.
(c) Une application decodageσ constante et égale àm sur chaque intervalleIm.
(d) Une application dedécalageT dont la restrictionT[m] à chaque intervalleIm est une bijec-

tion analytique deIm surI. On notehm l’application inverse deT[m] restreinte à l’intervalle
Im etH := {hm, m ∈ M} l’ensemble des branches inverses deT . On suppose qu’il existe un
voisinage complexeV deI sur lequel l’ensembleH satisfait les conditions suivantes :
(d1) Les applicationshm admettent une extension holomorphe surV , et envoient strictement
V dansV (i.e.,h(V) $ V) ;

(d2) Les applications|h′m| admettent des extensions holomorphes, notéesh̃m, surV et il existe
des nombres réelsδm < 1 pour lesquels0 < |h̃m(z)| ≤ δm pourz ∈ V ;

(d3) Il existe un nombre réelγ < 1 pour lequel la série
∑

m∈M δs
m converge pourRe(s) > γ.

Remarques :

1. une telle source dynamique est ditede baseen vertu des relationsT (Im) = I. Dans la lit-
térature, il est en général seulement demandé que l’imageT (Im) soit une union d’éléments
Ij de la partition.

2. Les conditions(d1) et (d2) expriment le fait que les branches inverseshm sont des contrac-
tions, ou de façon équivalente que l’applicationT est expansive.

3. La condition(d3) est trivialement vraie dès lors que l’alphabet est fini (avecγ = −∞).
Cette condition n’intervient que dans les cas des alphabetsinfinis.

4. Dans les faits, pour que nos méthodes s’appliquent, il estsuffisant que l’application obtenue
en itérant un nombre fixé de foisT vérifie les conditions(d). Par exemple, l’application de
décalageT associée aux fractions continues ne satisfait pas les conditions(d1) et(d2) mais
son itérée secondeT 2, elle, les satisfait.

5. La fonctionf est expansive (respectivement contractante) surD ssi D ⊂ f(D) (resp.
f(D) ⊂ D). La condition(d1) implique quehm est strictement contractante surV . La
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condition(d2) exprime la condition pour qu’une fonction dérivable soit strictement contrac-
tante sur[0, 1].

6. L’application de décalageT est définie presque partout. Il est important pour la suite que
l’ensemble sur lequelT n’est pas défini soit de mesure nulle.

x0x1 x2 x3 x4x5x6

I1 I2 I3

0

0

1

1

(i) Application de décalageT

I1 I2 I30
0

1

1

2

3

(ii) Application de codageσ

FIG. 4.2 – Exemple de mécanisme de source avec (i) l’applicationT de décalage et (ii) l’ap-
plication de codageσ. L’alphabet estM = {1, 2, 3}, la partition{I1, I2, I3}. La suite d’ité-
rés associée àx = x0 est (x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, . . . ), ce qui produit le motM(x) =
(2, 1, 2, 3, 3, 1, 1, . . . ).

Le lecteur non familier avec la théorie des applications expansives et des systèmes dynamiques
symboliques peut examiner la définition que nous avons présentée à la lumière de l’exemple du
système de représentation en base 2 usuel. Dans ce cas, l’alphabet estM = {0, 1}, le décalage
T (x) est{2x} (où {·} désigne la partie rationnelle), la partition de l’intervalle I = [0, 1[ est
{I0, I1} = {[0, 1

2 [, [ 12 , 1[}, et le codage se fait au moyen de l’applicationσ constante sur chaque
intervalle de la partitionσ(I0) = 0, σ(I1) = 1.

Les mots émis par la source sont alors produits comme suit (voir figure 4.2). L’application
T : I → I (définie presque partout) est utilisée pour itérer le processus, comme un opérateur
de décalage. L’applicationσ : I → M est utilisée pour le codage. Elle détermine le symbole à
émettre. La source peut également être vue en termes d’états. Les états sont les lettres de l’alpha-
bet. Chaque itération de l’application de décalageT fait passer dans un nouvel état (codé parσ).
Le motM(x) deMN associé au réelx ∈ I est alors formé de la suite de symboles

M(x) := (M1(x),M2(x), . . . ,Mk(x), . . . ), (4.1)

où leke symboleMk(x) deM(x) estσ(T k−1x). Ainsi le préfixe deM(x) garde l’historique des
états par lesquels on est passé.
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(i) Application de décalageT
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(ii) Application de codageσ

FIG. 4.3 – Exemple de mécanisme de source sans mémoire associée aux probabilités(1
6 ,

1
3 ,

1
2 ).

Le nombre de branches deT est égal au cardinal de l’alphabet, et les symboles de l’alphabet sont
utilisés pour coder les branches deT , notéesT[m] (ou de façon équivalente les branches inverses
hm deT ).

Nous pouvons faire le lien entre les applicationsT etσ et les applicationsT etσ définies en 2.1.1.
Elles sont en effet très proches. La différence essentiellese situe au niveau du domaine de défini-
tion (les mots pour les premiers et les réels deI pour le second). L’applicationσ donne le premier
symbole du codage etT correspond à une opération de décalage. Avec nos notations,on a

σ(M(x)) = σ(x), T (M(x)) = M(T (x)).

Sources sans mémoire.Toutes les sources sans mémoire entrent dans le cadre des sources dyna-
miques de base. Une source est dite sans mémoire lorsque les variables aléatoiresMk sont indé-
pendantes et suivent la même loi. La source sans mémoire associée à une séquence de probabilités
P = (pm)m∈M (finie ou dénombrable) est la source où tous les symboles sontindépendants et
suivent une loi multinomiale1 de paramètre(pm)m∈M. La partition topologique correspondante
deI est alors définie par

Im :=]qm, qm+1[, où qm =
∑

j<m

pj ,

et la restrictionT[m] deT à Im est affine. On peut donc choisirT[m] croissante ou décroissante
en posant

(
T[m](qm), T[m](qm+1)

)
= (0, 1) ou (1, 0). Un exemple de telle source est la source

sur un alphabet à trois symboles avec des probabilités d’émission(1
6 ,

1
3 ,

1
2 ) (voir la figure 4.3). Un

autre exemple de source est la source associée à l’alphabetN∗ et aux probabilités{ 1
2m }m≥1.

Le cas des systèmes de numération en baseb est important et est défini par

T (x) = {bx}, σ(x) = ⌊bx⌋,
1Les sources sans mémoire produisent des symboles selon des lois de distribution binomiales ou multinomiales et il

est de pratique courante de les nommer «sources de Bernoulli». Cette thèse met également en jeu un modèle probabiliste
dit de Bernoulli dans lequel le cardinal d’un ensemble est fixé (par opposition au modèle de Poisson). Pour éviter toute
confusion, le terme Bernoulli sera utilisé pour désigner cetype de modèle aléatoire, tandis qu’on utilisera source sans
mémoire pour les sources.
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(i) Application de décalageT

I0 I1

0
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1

1

(ii) Application de codageσ

FIG. 4.4 – Exemple de mécanisme de source associé au développement binaire.

où ⌊u⌋ est la partie entière deu et {u} = u mod 1 = u − ⌊u⌋ est la partie fractionaire deu. Ces
transformations permettent de calculer le développement en baseb dex sous la forme

x =
∞∑

j=1

mjb
−j , avecmj = σ(T j(x)), (4.2)

et sont associées aux sources sans mémoire symétriques (i.e., sources sans mémoire où tous lespj

sont égaux).
L’exemple le plus utilisé est le système de numération en base 2 qui consiste à exprimer un nombre
en binaire. La figure 4.4 donne les applications de décalageT et de codageσ de la source.

Numération en fraction continue.Le cadre général des sources dynamiques permet de décrire
des sources différentes qui, par opposition aux sources précédentes, ont «de la mémoire». Il suffit
pour cela de considérer une applicationT avec au moins une branche non affine. En effet tant
que la branche est affine, elle effectue un «zoom» uniforme deIm versI. En un certain sens,
c’est la dérivéeT ′(x) qui permet de garder en mémoire l’historique. Le mécanisme fondé sur la
numération en fraction continue considère les applications de décalage et de codage

TCF (x) = { 1

x
}, σCF (x) = ⌊ 1

x
⌋.

L’alphabet est l’ensemble des entiers naturelsN, la partition topologique deI est définie par
Im :=]1/(m + 1), 1/m[, et la restriction deT à Im est l’homographieT (x) := (1/x) − m
(voir la figure 4.5), En itérant cette transformation, le développement en fraction continue dex
est obtenu. Ce système de numération est notamment utilisé en algorithmique géométrique pour
déterminer le signe d’un déterminant2 × 2 (voir égalementHAKMEM ).
Les branches inverses sont toutes des homographieshm définies parhm(x) := 1/(x+m). Bien
que la première brancheh1 ne satisfasse pas les conditions(d1) et (d2), ces conditions sont satis-
faites par l’ensemble des homographieshm ◦ hn. Les branches avec des points fixes perturbent le
système dynamique. Avec un peu d’attention, on peut malgré tout souvent éviter les cas «patho-
logiques». Quand une «mauvaise» homographie survient, on la considère conjointement avec une
«bonne» de façon à éviter ces problèmes liés aux points fixes.
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(i) Application de décalageT
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(ii) Application de codageσ

FIG. 4.5 – Exemple de mécanisme de source associée au développement en fraction continue.

I0 I1
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(i) Application de décalageT

I0 I1
0
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1

(ii) Application de codageσ

FIG. 4.6 – Exemple de mécanisme de source associé au code de Gray.

Homocline ou hétérocline ?Notre définition d’une source dynamique probabilisée n’exige nulle-
ment que toutes les branches soient toutes croissantes ou toutes décroissantes. Nous introduisons
le termehomoclinepour désigner le cas où toutes les branches sont du même type (croissantes ou
décroissantes). Le termehétéroclinedésignera le reste des configurations. Les systèmes de numé-
ration binaire et en fraction continue sont homoclines. Le code de Gray (où l’on passe d’un code
au suivant on modifiant juste un bit) correspond pour les codes de longueur 3 aux mots

000, 001, 011, 010, 110, 111, 101, 100.

Cette source hétérocline considère l’opérateur de décalage (voir figure 4.6)

T (x) = 2x si x ∈ [0,
1

2
[, T (x) = 2 − 2x si x ∈ [

1

2
, 1[.

4.2.2 Sources dynamiques symboliques markoviennes

Jusqu’à maintenant, les applications de décalageT et de codageσ utilisées à chaque étape sont
toujours les mêmes. Très souvent, la modélisation de sources plus proches de la réalité conduit
à introduire une nouvelle dépendance : l’application de décalage dépend elle-même du dernier
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symbole émis. Cela conduit à considérer des sources nommées«markoviennes» dont les chaînes
de Markov classiques sont un cas particulier.
Dans cette section, on reprend l’analogie avec un automate.Le système évolue d’un état à l’autre
(l’état est repéré par le symbole obtenu au moyen du codageσ). La différence avec les sources
dynamiques de base réside dans le fait qu’à chaque changement d’état, on change également de
mécanisme de source (codage et décalage). Ici, nous allons considérer uniquement un alphabet
fini.

DÉFINITION 4.2 (SOURCES DYNAMIQUES SYMBOLIQUES MARKOVIENNES). Soit M un al-
phabet fini de cardinalr, et S = (S0, S1, S2, . . . ,Si, . . . ,Sr) un ensemble der + 1 systèmes
dynamiques basiques, tous définis sur le même alphabetM. Pour commencer le processus, on
utilise le système dynamiqueS0. Ensuite, au cours du processus, l’émission d’un symbolej en-
traîne l’utilisation du système dynamiqueSj .

Nous décrivons de façon plus précise le mécanisme de la source. Pour tout réelx deI, on associe
un mot infiniM(x) sur l’alphabetM, de même que dans (4.1)

M(x) := (M1(x), . . . ,Mk(x), . . . ),

tout en considérant la suite des itérés dex

(T 〈1〉(x), T 〈2〉(x), . . . , T 〈k〉(x), . . . ),

qui sont définis par la condition initialeM1(x) := σ0(x), T 〈1〉(x) := T0(x), et la relation de
récurrence

siMk(x) = j, alorsT 〈k+1〉(x) := Tj(T
〈k〉(x)), etMk+1(x) := σj(T

〈k〉(x)). (4.3)

Chaque décalageTj est alors associé à une partition topologique(Ii|j), (1 ≤ i ≤ r) de l’in-
tervalleI = [0, 1], et satisfait les hypothèses(d) de la définition 4.1 (la condition(d3) puisque
l’alphabet est fini est trivialement vraie). Nous désignonspar(T[i|j]) la ie branche deTj . Les ap-
plicationsT[i|j] sont alors des applications réelles expansives analytiques bijectives deIi|j vers
I. Les branches inverses deTj sont notéeshi|j . Par définition,hi|j est une application réelle ana-
lytique bijective deI versIi|j qui admet une extension analytique surV , envoyant strictementV
dansV .

Le modèle classique des chaînes de Markov d’ordre 1 est alorsle cas ou toutes les sourcesSj

sont sans mémoire. Plus précisément, si le systèmeSj est une source sans mémoire de paramètres
Πj := (pi|j)1≤i≤r , la matrice de transitionΠ de la chaîne de Markov est la matricer × r

Π := (pi|j) 1 ≤ i, j ≤ r,

et le vecteur initial de probabilités n’est autre que le vecteurΠ0.

Relation entre sources markoviennes et systèmes dynamiques généraux.Toute source mar-
kovienne peut être associée à un système dynamique défini parun seul décalage qui n’est plus
basique. Considéronsr + 1 copies deI, par exempleI0 := I =]0, 1[ et Ij :=]j, j + 1[. Partant
d’une source markovienne àr états, on en crée une autre àr(r + 1) états. SoitΦm la translation
Φm(x) := x+m. Nous définissons alors, pour1 ≤ i ≤ r et0 ≤ j ≤ r

Ii,j := Φj(Ii|j), Ti,j := Φi ◦ T[i|j] ◦ Φ−1
j ,

afin queTi,j soit une bijection deIi,j versIi. Le systèmeS associé à la partitionIi,j de]0, r+ 1[
avec les branchesTi,j est un système dynamique général.
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FIG. 4.7 – Relation entre une source dynamique markovienne (définie grâce à trois sources dyna-
miques de baseS0, S1, S2) et le système dynamique général correspondant.

On peut utiliser les deux interprétations d’une source markovienne. Ici, nous préférons rester sur
l’intervalle [0, 1] et nous nous en tiendrons au formalisme du paragraphe précédent, plus proche de
la structure sous-jacente des chaînes de Markov. C’est le point de vue qui a été choisi par Ruelle
lui-même dans [86].

4.3 Sources dynamiques probabilisées

Dans la suite, nous nous intéresserons auxsources dynamiques probabilisées, où les mots sont
émis à l’aide du mécanisme de source précédemment décrit, mais en permettant une distribution
initiale surI = [0, 1] déterminée par une fonction de densité. Ajouter une fonction de densité sur
[0, 1] permet d’élargir encore le modèle. Cette extension s’inscrit dans le prolongement de travaux
Luc Devroye par exemple [21, 22].

DÉFINITION 4.3 (SOURCES DYNAMIQUES PROBABILISÉES). SoitS une source dynamique (ba-
sique ou markovienne) etf une fonction de densité surI qui admet une extension analytique sur
V . SoitF (x) =

∫ x

0 f(t) dt la fonction de distribution associée. La paire(S, F ) est appelée source
dynamique probabilisée. L’ensembleMN des mots produits par la source dynamique probabilisée
(S, F ) est l’ensemble des motsM(I) muni de la probabilité induite parM def .

Explicitons cette notion de mesure de probabilité induite parM def . La fonction de densitéf
permet de définir sur[0, 1] une mesureν sur l’ensemble des Boréliens de[0, 1]. Par exemple, la

mesure de l’intervalle[a, b] estν([a, b]) =
∫ b

a f(t)dt. La mesure d’un ensemble de motsN ⊂ MN

est

µ(N ) = ν(M−1(N )) = Pr{M−1(N )}. (4.4)

Cette mesure est bien définie sur les ensembles de mots partageant le même préfixe. Ce sont les
boréliens deMN définis par

N (w) = {M(x) | w est préfixe deM(x)}.
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4.4 Intervalles fondamentaux et préfixes

Nous considérons maintenant leke itéré du décalage. Dans le cas d’une source basique, cela
correspond simplement auke itéré deT pris dans le sens usuel. Dans le cas d’une source marko-
vienne, c’est le décalageT 〈k〉 au sens de la définition (4.3). Chaque branche (ou branche inverse)
duke itéré du décalage est appelée branche (ou branche inverse) de profondeurk. La profondeur
de la branche inverseh est notée|h|. Une branche (inverse ou non) de profondeurk est alors as-
sociée de façon unique à un mot fini (préfixe)w = (m1,m2, . . . ,mk) de longueurk qui garde la
trace des choix effectués jusqu’à présent. Dans le cas basique, chaque branche et chaque branche
inverse de profondeurk associée à un préfixew = (m1,m2, . . . ,mk) est de la forme

T[w] = T[mk] ◦ T[mk−1] ◦ · · · ◦ T[m1], hw = hm1 ◦ hm2 ◦ · · · ◦ hmk
, (4.5)

oùT[i] ethi désignent laie branche ou laie branche inverse deT . Dans le cas markovien, chaque
branche et chaque branche inverse de profondeurk associé au préfixew = (m1,m2, . . . ,mk) est
de la forme

T[w] = T[mk|mk−1] ◦ T[mk−1|mk−2] ◦ · · · ◦ T[m1|0], hw = hm1|0 ◦ hm2|m1
◦ · · · ◦ hmk|mk−1

.

(4.6)

Pour un alphabet fini de cardinalr, il y a rk branches de profondeurk. Les branches cycliques, i.e.,
les branches pour lesquelles les préfixes associés commencent et finissent par le même symbole,
jouent un rôle important dans le cas des sources markoviennes. On désigne l’ensemble des préfixes
qui commencent et terminent par le symbolei parC[i]. On note égalementC = ∪i∈MC[i].

Nous présentons maintenant les objets principaux de cette thèse.

DÉFINITION 4.4 (INTERVALLES FONDAMENTAUX). L’ intervalle fondamentalassocié au préfixe
w est l’imageIw := hw(I) de l’intervalle I = [0, 1] par la branche inversehw. De façon
équivalente, l’intervalle fondamentalIw est l’ensemble des réelsM−1(N (w)), où N (w) est
l’ensemble des mots deMN partageant le préfixew défini en (4.4). La profondeur de l’intervalle
fondamental est la longueur|w| du préfixe|w|. Les intervalles fondamentaux de profondeur1
sont donc exactement les intervalles de la partition topologique initiale.

Dans ce contexte, la mesureuw de l’intervalle fondamentalIw

uw := µ(N ) = |F (hw(0)) − F (hw(1))|. (4.7)

Cette quantité joue un rôle particulièrement important, puisqu’elle est égale à la probabilité que la
source produise un mot deMN qui commence par le préfixew. Cette mesureuw est ainsi appelée
mesure fondamentalerelative àw.

Afin de mieux visualiser géométriquement les intervalles fondamentaux, on dessine plutôt les
cercles fondamentaux dont les diamètres coïncident avec les intervalles fondamentaux. La fi-
gure 4.8 montre la représentation des intervalles fondamentaux pour le cas de la source sans
mémoire du développement binaire, et de la source en fraction continue.
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FIG. 4.8 – Les cercles fondamentaux sont représentés pour les sources correspondant au dévelop-
pement binaire (à gauche) et au développement en fraction continue (à droite).

4.5 Série de Dirichlet d’intervalles fondamentaux, entropie et
probabilité de coïncidence

Pour une source dynamique probabilisée(S, F ), l’ entropieh(S, F ) est définie comme la limite,
si elle existe, d’une quantité faisant intervenir les mesures fondamentalesuw,

h(S, F ) := lim
k→∞

−1

k

∑

|w|=k

uw log uw. (4.8)

La probabilité que deux mots émis indépendamment par la mêmesource aient le même préfixe
de longueurk est égale à

∑
|w|=k u

2
w

. Généralement, au moins pour les sources classiques, cette
quantité admet une décroissance exponentielle aveck, ce qui nous amène à définir laprobabilité
de coïncidencec(S, F ) comme le taux de décroissance exponentielle correspondant

c(S, F ) := lim
k→∞

(
∑

|w|=k

u2
w

)1/k, (4.9)

pourvu qu’il existe. Les deux notions d’entropie et de probabilité de coïncidence peuvent s’expri-
mer à l’aide de lasérie des intervalles fondamentaux de profondeurk

Λk(F, s) :=
∑

|w|=k

us
w

=
∑

|w|=k

|F (hw(0)) − F (hw(1))|s. (4.10)

On a

h(S, F ) := lim
k→∞

−1

k

d

ds
Λk(F, s)|s=1 , c(S, F ) := lim

k→∞
[Λk(F, 2)]1/k. (4.11)

La suite montrera que les quantitésΛk(F, s) définies dans (4.10) se «comportent» asymptoti-
quement comme des puissanceske d’une certaine fonctionλ(s) analytique près de l’axe réel
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(Proposition 7.14)

Λk(F, s) ≈ λ(s)k. (4.12)

L’entropie et la probabilité de coïncidence dépendent alors seulement du mécanisme de la source
S et non de la distributionF . Elles s’expriment à l’aide de la fonctionλ(s) et les relations (4.11)
et (4.12) permettent de montrer que

h(S) = −λ′(1), c(S) = λ(2).

Ces deux grandeurs caractéristiques de la source jouent un rôle très important dans la suite.
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Nous commençons par adapter la définition de trie dans le contexte des sources dynamiques. Puis
nous proposons une étude en moyenne des paramètres d’un triestandard qui met en avant le lien
très fort entre la structure de trie et les intervalles fondamentaux. Si l’on considère ensuite les
différentes façons d’implanter le trie, on est amené à introduire la notion de trie hybride. Du point
de vue de la complexité, plusieurs paramètres sont intéressants dans cette structure qui peuvent
être interprétés directement d’un point de vue algorithmique. Enfin, la structure de ternary search
trie, qui résulte de l’hybridation d’un trie avec desABR, est présentée plus en détail.

5.1 Structure de trie et sources dynamiques

5.1.1 Définition de la structure de trie

La structure de trie introduite au chapitre 2 est ici adaptéede la définition 2.2 dans le cadre de
l’analyse.

SoitX une suite den réels de[0, 1], X = (x1, . . . , xn) ∈ In. On considère la suite de chaînes
M(X) produites par la source dynamiqueS,

M(X) := (M(x1),M(x2), . . . ,M(xn)).

64
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FIG. 5.1 – Une source dynamiqueS émet indépendamment des chaînes infinies qui sont repré-
sentées verticalement (en haut). Par contre, en chaque nœudinterne du trie, seules les «tranches»,
verticales, doivent être considérées.

Nous considérons également la suiteσ(X) formée par les premiers symbolesσ(xi) de chaque
chaîneM(xi). Cette suite de lettres forme un mot que nous appellerons «tranche1», et elle s’écrit

σ(X) := (σ(x1), σ(x2), . . . , σ(xn)).

Ainsi, les symboles des chaînes produites par la source sontconsidérés de deux points de vue
différents : ces symboles forment les mots produits par la source (et sont représentés comme
des mots verticaux sur la figure 5.1), mais aussi des mots finis(qui sont représentés comme des
tranches horizontales sur la figure 5.1).

La définition 2.2 se transpose directement en adaptant les définitions des opérateurs de décalageT
et de codageσ afin de considérer plutôt les opérateursT etσ définis pour les sources dynamiques
dans le chapitre 4. Afin de construire la structure, nous partons de la racine. Tout d’abord, on
groupe toutes les chaînes qui commencent par le même symbolem dans une branche étiquetée
m, si bien que le sous-arbre correspondant à cette branche regroupe tous les mots commençant

1Si l’on voit les chaînes produites comme des rubans sur lesquels se trouvent des lettres, effectivement on rassemble
les symboles obtenus en «tranchant» tous les rubans au niveau de la première lettre
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parm privés de leur première lettre2. Dans notre modèle, supprimer la première lettre d’un mot
M(x) est équivalent à considérer le mot relatif au décaléT (x). Dans ce cas, les suffixes de ces
chaînes sont associés à la suite des décalés deX

T[m](X) := (T[m](x1), T[m](x2), . . . , T[m](xn)),

oùT[m](x) est défini seulement si le premier symboleσ(x) estm (et vaut alorsT (x)). Ce proces-
sus de partitionnement continue jusqu’à ce que tous les motsaient été séparés les uns des autres.

Dans le cadre de l’analyse, nous sommes intéressés par le processus de construction du trie. C’est
pourquoi dans cette partie,X n’est plus un ensemble (comme dans le chapitre 2) mais une suite
de réels où l’ordre importe.Les motsM(x) sont insérés dans l’ordre dans le trie. Afin de repérer
localement en chaque nœud interne l’ordre dans lequel les symboles sont «arrivés». On associe à
chaque nœud interne étiquetéw la trancheσ(T[w]X) (voir figure 5.1).

En résumé, on obtient la définition équivalente à la définition 2.2 mais dans un nouveau cadre

DÉFINITION 5.1 (TRIE DANS LE CADRE DES SOURCES DYNAMIQUES). Soit X une suite de
réels de[0, 1]. On construit le trie associé àX , notétrie(X) grâce aux règles récursives sui-
vantes :
– si |X | = 0, alors trie(X) = ∅ estvide.
– si |X | = 1 (i.e.X = (x)), alors trie(X) est unnœud externeétiqueté parx.
– si |X | ≥ 2, le trie trie(X) est

trie(X) =
〈
σ(X),

{
trie(T[m](X))

}
m∈M

〉
. (5.1)

où la trancheσ(X) est associée au nœud interne crée etT[m](X) regroupe les décalés deX
donc le premier symbole obtenu parσ estm.

On associe à chaque nœud interne étiqueté parw (correspondant à un chemin d’étiquettew), un
intervalle fondamentalIw. Inversement, pour tout motw deM∗, le nœud interne d’étiquettew
existe si et seulement si l’intervalle fondamentalIw contient au moins deux points deX . Il est
ainsi possible d’aborder la structure de trie du point de vuedes intervalles fondamentaux.

5.1.2 Approche avec les intervalles fondamentaux

Formalisons un peu le lien unissant la structure de trie aux intervalles fondamentaux. À cette
fin, nous effectuons dans cette partie l’analyse en moyenne des paramètres des tries classiques
déjà abordés au chapitre 2 (longueur de cheminement, nombrede nœuds internes et hauteur). La
notion d’intervalle fondamental apparaît naturellement au cours de l’analyse et permet d’exprimer
les espérances des paramètres du trie.
On se place dans le cadre de la définition 5.1 avec un ensembleX = {X1, . . . , Xn} den variables
aléatoires de même loi tirées dans l’intervalle[0, 1] avec une fonction de densitéf .

On calcule la probabilité quek points parmin tombent dans un intervalle fondamentalIw. La
probabilité de tirer un réel dansIw est exactement la mesure fondamentaleuw. Par conséquent la
probabilité de l’événement|X ∩ Iw| = k est

Pr{|X ∩ Iw| = k} =

(
n

k

)
uk

w
(1 − uw)n−k.

2On remarque que les réels associés aux mots dont le premier symbole estm appartiennent au même intervalle fonda-
mentalIm.
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Nombre de nœuds internes

Ainsi le fait qu’un nœud du trietrie(X) associé à un préfixew soit interne est équivalent à l’évé-
nement|X ∩ Iw| ≥ 2, dont la probabilité est

Pr{|X ∩ Iw| ≥ 2} =

n∑

k=2

(
n

k

)
uk

w
(1 − uw)n−k = 1 − (1 − uw)n − nuw(1 − uw)n−1.

Le nombre de nœud internes pour un trie construit surn réels{x1, . . . , xn} s’écrit encore sous la
forme d’une somme

∑

w∈M∗

δw(x1, . . . , xn),

où la fonctionδw(x1, . . . , xn) est une fonction indicatrice qui vaut 1 si le nœud associé àw dans
le trie construit sur{x1, . . . , xn} est interne et 0 sinon. La valeur moyenne du nombre de nœuds
internes s’exprime alors grâce à la somme

∑

w∈M∗

Pr{|X ∩ Iw ≥ 2|},

en considérant la variable aléatoireX = {X1, . . . , Xn}. Finalement, on obtient donc l’expression
Tn de l’espérance du nombre de nœuds interne en fonction des intervalles fondamentaux

Tn =
∑

w∈M∗

(1 − (1 − uw)n − nuw(1 − uw)n−1).

Longueur de cheminement

La longueur de cheminement (externe) est la somme des longueurs des chemins pour aller de la
racine à chacun des nœuds externes. On considère toujoursX = (X1, . . . , Xn) un vecteur de
n variables de même loi avec une densitéf sur [0, 1]. SoitDi,n la variable aléatoire donnant la
profondeur du nœud externe associé au motM(Xi) dans le trietrie(X1, . . . , Xn). L’événement
{Di,n > ℓ} admet pour probabilité la probabilité conditionnelle que l’intervalle fondamentalIw

de profondeurℓ (|w| = ℓ) contienne au moins un desXj (j 6= i) sachant queXi se trouve dans
Iw. Les variablesXi sont indépendantes ; on évalue facilement cette probabilité

n−1∑

k=1

(
n− 1

k

)
uk

w
(1 − uw)n−1−k.

La probabilité de l’événement{Di,n > ℓ} est donc

Pr{Di,n > ℓ} =
∑

w∈Mℓ

uw

n−1∑

k=1

(
n− 1

k

)
uk

w
(1 − uw)n−1−k.

Donc la valeur moyenne de la profondeur moyenne d’un nœud externe est

E[Di,n] =

∞∑

ℓ=0

ℓPr{Di,n = ℓ} =

∞∑

ℓ=0

Pr{Di,n > ℓ} =
∑

w∈M∗

uw[1 − (1 − nuw)n−1].

L’espérance de la longueur de cheminement est

Ln =

n∑

i=1

E[Di,n] = n
∑

w∈M∗

uw[1 − (1 − nuw)n−1].
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Hauteur

On commence par évaluer, toujours avec le même modèle aléatoire, la probabilitéπℓ de l’événe-
ment «le trie est de hauteur inférieure ou égale àℓ». La probabilité de cet événement est celle que
tous les intervalles fondamentaux de profondeurℓ contiennent au plus un point. C’est l’événement

∏

w∈Mℓ

{|Iw ∩X | ≤ 1}. (5.2)

Nous allons considérer un modèle probabiliste qui permettede considérer que deux événements
se rapportant à des intervalles disjoints sont indépendants : le modèle de Poisson. Dans ce modèle,
le nombren de points tirés aléatoirement n’est plus fixé, mais suit une loi de Poisson. Le nombre
N de points est donc une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson d’un certain paramètrez,
c.-à-d.

Pr{N = k} = e−z
∞∑

k=0

zk

k!
.

La moyenne et la variance vérifient alorsE[N ] = Var[N ] = z. En choisissant un paramètre
z = n, du fait de la forte concentration deN autour dez, les deux modèles relatifs à un nombre
de points fixén et un nombre de points suivant une loi de Poisson de paramètrez = n sont assez
«proches». Le chapitre 6 donnera une description plus détaillée de ces deux modèles appelés
modèles de Bernoulli et de Poisson. Ici, le but est simplement de mettre en évidence le lien entre
le calcul des valeurs moyennes des paramètres de trie et les intervalles fondamentaux. Dans le
modèle de Poisson, on a une forte propriété d’indépendance entre événements associés à des
intervalles disjoints.

LEMME 5.2 (INDÉPENDANCE DU MODÈLE DEPOISSON). Soit une famille finie d’intervalles
disjoints {Ji}1≤i≤r inclus dans[0, 1] (∩1≤i≤rJi = ∅ et ∪1≤i≤rJi ⊂ [0, 1]) et une suite
X = (X1, . . . , XN) de variables aléatoires de même loi de fonction de densitéf , avecN une
variable de loi de Poisson de paramètrez. Alors l’événement∩1≤i≤r{|X ∩ Ji = ni|} a pour
probabilité

∏

1≤i≤r

Pr{|X ∩ Ji| = ni}.

Preuve.En effet, soitui la probabilité de tirer unXi dansJi, i.e.ui =

∫

x∈Ji

f(x) dx. La proba-

bilité de l’événement|X ∩ Ji| = k vaut

Pr{|X ∩ Ji = k|} =

∞∑

n=k

Pr{N = n}
(
n

k

)
uk

i (1 − ui)
n−k = e−zui

uk
i

k!
.

Posonss = n1 + n2 + · · ·+ nr etu = 1 −∑r
i=1 ui (la probabilité de tirer un point en dehors de

l’union desJi). Alors, on peut écrire dans le modèle de Poisson de paramètrez

Pr{∩1≤i≤r|X ∩ Ji = ni|} =
∞∑

k=n1+...+nr

Pr[N = k]
k!

n1! · · ·nr!(k − s)!
un1

1 . . . unr
r uk−s

=

r∏

i=1

e−zni
uni

i

ni!
=

r∏

i=1

Pr{|X ∩ ui| = ni}.
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En vertu de ce lemme, on calcule la probabilité de l’événement (5.2) ou encore{H ≤ ℓ} (oùH
est la variable aléatoire associée à la hauteur du trie construit surX)

Pr{H ≤ ℓ} =
∏

w∈Mℓ

Pr{|X ∩ Iw| ≤ 1} =
∏

uw∈Mℓ

(1 − e−zuw).

Par conséquent, l’espéranceHz de la hauteur est dans le modèle de Poisson de paramètrez

Hz =

∞∑

ℓ=0

Pr{H ≤ ℓ}(1 − Pr{H ≤ ℓ}) =

∞∑

ℓ=0

(1 −
∏

uw∈Mℓ

(1 − e−zuw)).

On voit ici que le modèle de Poisson est souvent plus simple à manier. Dans un premier temps,
on réalise souvent l’analyse dans le modèle de Poisson, avant de revenir au modèle plus naturel
de Bernoulli (à taille fixée) grâce une étape de dépoissonisation. Ces méthodes seront présentées
aux chapitres 6 et 8.

La structure de trie définie au début de ce chapitre est donc intimement liée aux intervalles fon-
damentaux. Nous envisageons maintenant des structures hybrides qui tentent de se rapprocher
d’une structure donnée «réelle» et dont nous effectuerons l’analyse en moyenne du paramètre de
longueur de cheminement.

5.2 Tries hybrides

Si l’on considère la structure abstraite représentant un trie, chaque nœud interne possède un lien
vers ses fils. Avec un alphabet totalement ordonné, il existetrois manières naturelles d’implanter
un nœud et sa descendance à l’aide des structures de données classiques que sont les tableaux,
les listes ordonnées et les arbres binaires de recherche. Lastructure obtenue constitue un trie «hy-
bride» alliant la structure globale du trie avec celle d’autres structures de données (qui permettent
de passer d’un nœud à l’un de ses fils).
(a) L’implantation la plus simple utilise des tableaux dont la taille est le cardinal de l’alphabet.

On accède aux fils d’un nœud directement grâce à un tableau de pointeurs. Cette solution n’a
donc pas de sens si l’alphabet est infini et reste peu efficace du point de vue de l’occupation
mémoire si l’alphabet est assez grand (puisque beaucoup de pointeurs nuls sont alloués). Cette
solution est tout à fait adaptée au cas d’un alphabet de petite taille (typiquement pour stocker
des mots binaires).

(b) La structure de «trie-liste» remédie au surcoût en termes deplace mémoire du trie-tableau en
créant des liens entre sous-arbres frères, mais en remplaçant ainsi l’accès direct par un parcours
de liste chaînée (ordonnée). Cela revient à représenter le trie en tant qu’arbre général sous forme
d’un arbre binaire à l’aide de la transformation «fils gauche/frère droit».

(c) La structure de «trie-ABR» utilise des arbres binaires de recherche (ABR) pour représenter
la descendance d’un nœud. L’objectif est d’allier les avantages du trie-tableau pour l’efficacité
en temps et les avantages des tries-liste pour le gain de place mémoire. Comme il en est fait
mention dans l’introduction, le trie hybride ainsi obtenu est strictement équivalent auTST (ter-
nary search trie) proposée récemment dans [8] par Bentley et Sedgewick). En effet, le trie-ABR

peut être envisagé comme un arbre ternaire dans lequel la recherche des symboles est faite de
façon standard dans un arbre binaire de recherche (les liensdroits sur la figure 5.2(iii)) sur l’al-
phabetM, tandis que la descente dans la structure de trie est effectuée à l’aide d’un pointeur
d’échappement (liens courbes sur la figure 5.2(iii)) dès quel’égalité des symboles est détectée.
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FIG. 5.2 – Trois représentations d’un trie formé sur la suite de mots
(cccabc,bbbd, cdadad, ccaca, caabd, cadccd, cdaabd) sur l’alphabet A = {a, b, c, d}
(les pointeurs nuls sont représentés comme reliés à la terre).

5.2.1 Paramètres

Les paramètres des tries hybrides sont évidemment reliés aux paramètres de trie classique (voir la
partie 2.1.4).

Longueur de cheminement

Dans un trie hybride, la longueur de cheminement et la somme de deux quantités. La première est
relative à la structure de trie sous-jacente. La deuxième est le coût additionnel occasionné par la
traversée de structures de données aux nœuds internes. Pourcalculer la longueur de cheminement
globale, on ajoute la longueur de cheminement du trie abstrait et la longueur de cheminement
additionnelle. C’est ce surcoût qui est analysé pour les tries hybrides. On évalue dans le cadre de
l’analyse en moyenne l’impact de l’hybridation de la structure de trie.

Hauteur

La hauteur d’un trie hybride constitue également un paramètre intéressant, mais non décompo-
sable comme pour la longueur de cheminement. L’étude en moyenne de la hauteur d’un trie hy-
bride reste encore un problème ouvert à ce jour. C’est la longueur de la branche la plus longue en
ne différentiant pas les liens de type trie et les liens appartenant aux structures aux nœuds.

Sur la figure 5.2, trois implantations du même trie «abstrait» sont représentés. Pour le trie standard,
que ce soit le trie abstrait ou la version trie-tableau, la taille (le nombre de nœud interne) et la
longueur de cheminement (la somme des longueurs des cheminspour aller de la racine à chacun
des nœuds externes) sont respectivement 6 et 21. Pour les versions hybrides, les pointeurs relatifs
aux structures de données «intermédiaires» aux nœuds introduisent un surcoût (en nombre de liens
empruntés) pour la longueur de cheminement de 15 pour le trie-liste et 8 pour le trie-ABR.

Remarque.La taille (nombre de nœuds internes) n’est pas un paramètre facile à définir pour les
tries hybrides. Pour le trieABR et le trie-liste, on peut définir la taille comme le nombre de «cel-
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lules» (les structures utilisées pour représentées les listes chaînées ou les arbres binaires de re-
cherche). La taille du trie hybride (liste ouABR) construit sur un ensembleX est

size(trie(X)) − 1 + |X |,

où size(trie(X)) désigne le nombre de noeuds internes du trie standard et|X | est le nombre
d’éléments deX .

5.2.2 Position du problème : paramètres additifs

Un trie classique construit sur une suite de mots correspondant à une suiteX d’éléments deIn

dépend en fait uniquement de l’ensemble sous-jacent àX (c.-à-d. que l’ordre n’a pas d’impor-
tance). Cependant, les autres structures de tries (trie-liste et trie-abr) dépendent de l’ordre relatif
des éléments de la suiteX .

Si l’on se place en un nœud du trie associé au préfixew, dans toutes les implantations, la structure
utilisée pour accéder aux nœuds fils est toujours complètement déterminée par la «tranche» (qu’il
faut visualiser comme une suite de lettres, donc comme un motfini)

σT[w](X) := (σT[w](x1), σT[w](x2), . . . , σT[w](xn)).

Du point de vue des intervalles fondamentaux, on construit la structure en un nœud associé au
préfixew en examinant les symbolesσ(xi) correspondant aux pointsxi qui tombent dansIw, en
conservant leur ordre d’arrivée(xi arrive avantxj si i < j).

Remarque –L’applicationT[w] opère comme une projection ; en effet, appliquée à un ensemble
X , on obtient la suite des décalés deX obtenue en considérant seulement les points deX qui
ont pour préfixew. Ainsi, dans le cas du développement en base 2, pour un ensemble de points
X = {xi} dans[0, 1[, l’ensembleT[01](X) ne contient que les décalés des pointsxi dont le
développement commence par01 (c.-à-d. les décalés de l’ensembleX ∩ [ 14 ,

1
2 [).

Soitγ un paramètre «additif» du trietrie(X) défini récursivement par la relation qui fait intervenir
une fonction de coûtδ

γ[trie(X)] = δ(σ(X)) +
∑

m∈M

γ[trie(T[m](X))].

Le paramètreδ, appelé «péage», est un paramètre sur des mots finis. On exigeaussi queδ(s)
soit nul si |s| < 2. Ainsi le paramètre est nul dès lors que le nœud interne n’existe pas (pour la
définition du trie).
La relation de récurrence peut alors être déroulée, et on obtient

γ[trie(X)] =
∑

w∈M∗

δ[σT[w](X)], (5.3)

(toujours pourvu queδ(s) ait une valeur nulle pour les tranches qui contiennent 0 ou 1 symbole).

Nous décrivons maintenant le modèle probabiliste induit enchaque nœud d’étiquettew du trie par
un modèle de PoissonPz. Le nombre de chaînes insérées dans le trie est lui-même une variable
aléatoire de Poisson. Puisque la probabilité qu’un mot infini commence par un préfixew est égale
à la mesure fondamentaleuw définie dans (4.7), la probabilité que le prochain symbole émis soit
m vaut

pw,m =
uw·m

uw

. (5.4)
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Ici, la notationw·m désigne le mot obtenu par concaténation dew et du symbolem. Puisque tous
les éléments deX sont tirés indépendamment, en un nœud interne d’étiquettew, les symboles
de la trancheσT[w]X apparaissent indépendamment avec des probabilités{pw,m}m∈M. Il est
important de noter que ces tranches sont des mots finis produits par une source sans mémoire de
paramètre{pw,m}m∈M quelle que soit la source initiale.

De plus, si le cardinal deX est une variable de Poisson de paramètrez, la taille de la tranche
σT[w](X) est également une variable de Poisson de paramètrezuw. Il s’ensuit de (5.3) que l’es-
pérance du paramètreγ est une somme d’espérances du paramètreδ,

E[γ;Pz, S, F ] =
∑

w∈M∗

E[δ;Pzuw
, {pw,m}], (5.5)

oùw décritM∗ l’ensemble des mots (finis), etPz désigne le modèle de Poisson de paramètrez.

Si le modèle de Poisson apparaît deux fois dans la formule (5.5), il n’a pas la même signification
des deux cotés de l’égalité. Le modèle de Poisson du membre degauche est relatif au nombre
de mots infinis émis par une source dynamique probabilisée (la taille est donc le cardinal de
l’ensemble des mots). Le modèle de Poisson du membre de droite est relatif à la taille de mots
finis (c.-à-d. la longueur), et les mots sont émis par une source sans mémoire.

C’est le deuxième modèle qui fera l’objet du prochain chapitre. Avant de mener à bien l’analyse,
nous revenons à un point de vue algorithmique et présentons plus en détail la structure hybride de
Ternary Search Trie.

5.3 Ternary search trie

Dans cette section, nous présentons plus en détail la version ABR des tries hybrides, également
appelée ternary search trie par Jon Bentley et Robert Sedgewick. Le code C présenté est quasiment
le même que celui proposé par les deux auteurs3. Cette structure semble profiter du meilleur de
deux mondes : l’efficacité en temps des tries et l’efficacité en espace desABR.

5.3.1 Structure de données et opérations de base

La structure d’un nœud

Il y a deux façons de regarder un ternary search trie : soit comme un trie hybride (c’est le choix
qui a été fait pour l’analyse) dont on différencie les liens selon qu’ils appartiennent à la structure
globale de trie ou aux structuresABR aux nœuds ; soit comme un arbre ternaire dont les nœuds
sont des extensions de nœuds d’unABR. Examinons le principe de la recherche dans unABR, la
racine contient une cléx et les sous-arbres gauche et droit sont eux-mêmes desABR contenant
respectivement les éléments (strictement) inférieurs àx et (strictement) supérieurs àx (voir la
figure 5.3(i)). À la racine d’unTST, le symbolex guide la recherche de la façon suivante : on
compare le premier symbole de la chaîne recherchée àx ; de même que dans l’ABR, en cas d’in-
égalité on poursuit la recherche dans le sous-arbre gauche ou droit ; par contre en cas d’égalité, on
passe dans le sous-arbre du milieu (voir la figure 5.3(ii)). En langage C, on a donc la structure du
code 5.1. On stocke le symbolex dans la variablesplitchar et les trois pointeurs représentent
les trois enfants du nœud. La racine est déclaréeTptr *root . La structure deTST originelle
de Bentley et Sedgewick code l’ensemble des chaînes (y compris puisqu’on a choisi la représen-
tation en C un caractère nul ‘0’ de terminaison de chaque chaîne). Dans un souci d’efficacité et

3J’ai essayé d’éviter d’utiliser les structures C trop spécifiques comme(a ?b :c) ; ou l’emploi systématique de la
valeur 0 pour faux. Le but est de donner une description algorithmique des différentes fonctionnalités offertes par leTST

en présentant un code C qui fonctionne et reste proche de la «vision» algorithmique (voir [8]).
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x

< >

(i) Principe binaire de recherche

x

< >=

(ii) Principe ternaire de recherche

FIG. 5.3 – Les deux principes de recherche utilisés dans les arbres binaires de recherche et les
ternary search tries.

typedef struct tnode *Tptr;
typedef struct tnode {

char splitchar;
Tptr lokid, eqkid, hikid;

} Tnode;

Code 5.1: Structure en langage C pour représenter un nœud.

d’uniformité au niveau de la représentation, c’est donc en fait un arbre digital plutôt qu’un trie
qu’on utilise.

Principe de la recherche, insertion, suppression

Nous commençons par le principe de recherche qui reprend le principe (ii) de la figure 5.3 récur-
sivement. Le code C de la fonction récursive de recherchersearch est présenté en 5.2. Cette
fonction renvoie 1 ou 0 selon que le mot est présent ou non dansl’arbre.

L’insertion utilise le même type de parcours dans l’arbre. Une fois encore nous remarquons que
le TST développe pour un mot la branche complète correspondante (code 5.3).

La suppression supprime les nœuds de la branche «filaire» surle chemin qui mène de la racine au
nœud externe (code 5.4). Lorsqu’on doit supprimer un nœud onprend garde de réorganiser l’ABR

représentant les enfants du nœud. Cela se fait classiquement grâce à la fonction du code 5.5.

Le code présenté ici sert essentiellement à présenter la structure de donnée et montrer que le
code est très court (même s’il peut être subtil). L’article de Bentley et Sedgewick [8] (voir éga-
lement [90]) présente bon nombre d’optimisations possibles. Les versions itératives peuvent être

int rsearch(Tptr p, char *s) {
if (p == NULL) return 0;
if (*s< p->splitchar)

return rsearch(p->lokid, s);
else if (*s > p->splitchar)

return rsearch(p->hikid, s);
else {

if (*s == ’\0’) return 1;
return rsearch(p->eqkid, ++s);

}
}

Code 5.2: Recherche dans unTST.
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Tptr rinsert(Tptr p, char *s) {
if (p == NULL) {

p = (Tptr) malloc(sizeof(Tnode));
p->splitchar = *s;
p->lokid = p->eqkid = p->hikid = NULL;

}
if (*s < p->splitchar)

p->lokid = rinsert(p->lokid, s);
else if (*s == p->splitchar) {

if (*s != 0)
p->eqkid = rinsert(p->eqkid, ++s);

} else
p->hikid = rinsert(p->hikid, s);

return p;
}

Code 5.3: Insertion dans unTST.

Tptr rdelete(Tptr p, char *s) {
Tptr q=p;
if (p == NULL) return NULL;
if (*s < p->splitchar)

p->lokid = rdelete(p->lokid, s);
else if (*s > p->splitchar)

p->hikid = rdelete(p->hikid, s);
else {

if (*s == ’\0’) {
if (p->splitchar != ’\0’)

return p; /* string not present */
} else

p->eqkid = rdelete(p->eqkid, ++s);
if (p->eqkid == NULL) return deleteRoot(p);

}
if (p->eqkid == NULL) return deleteRoot(p);

}

Code 5.4: Suppression dans unTST.

Tptr deleteRoot(Tptr p) {
Tptr q,r;
q=p;
if (p->lokid == NULL)

r = p->hikid;
else if (p->lokid) {

r = p->lokid;
r->hikid=p->hikid;
q = p;
while (q->hikid) q=q->hikid;
q->hikid = p->hikid;

}
free(p);
return r;

}

Code 5.5: Suppression d’un nœud duTST menant à une branche filaire.
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sensiblement plus efficaces, mais surtout on passe beaucoupde temps à allouer de chaque nœud en
mémoire. On peut améliorer sensiblement l’efficacité du code grâce à une gestion de la mémoire
plus complexe (allocation par blocs).

La fonction de suppression d’un mot dans unTST n’est pas très efficace. Mais de fait, leTST est
adapté à un ensemble de mots où les insertions sont plus fréquentes que les suppressions.

Pour unTST, l’ordre d’insertion des mots n’est pas anodin. Si l’ordre d’insertion dans un trie
abstrait est indifférent (le trie sera toujours le même), iln’en est pas de même pour les arbres
binaires de recherche : l’ordre d’insertion est alors crucial. Dans unABR, insérer les clés dans le
bon ordre (c.-à-d. la clé médiane d’abord) permet d’obtenirun arbre équilibré ; par contre, insérer
les clés en ordre trié donne un arbre filaire «dégénéré» qui secomportera comme une liste.

Les TST, résultat de l’hybridation de ces structures, se situent entre ces deux extrêmes. On peut
construire un arbre «relativement» équilibré en équilibrant lesABR aux nœuds du trie. Une autre
technique, plus simple, consiste à partir d’un ensemble de mots trié au préalable, d’insérer le mot
médian et à poursuivre récursivement sur les deux sous-ensembles de mots. Cela permet d’équi-
librer efficacement lesABR qui se trouvent aux profondeurs les moins élevées. Nous verrons au
chapitre 9 que c’est bien à ces faibles profondeurs qu’il convient d’éviter les trop grands déséqui-
libres dans lesABR.

D’autres techniques permettent d’équilibrer les arbres binaires de recherche de manière dyna-
mique (voir en particulier [93] et lessplay trees). Enfin, dans le cas d’un dictionnaire statique,
les arbres binaires de recherche peuvent être organisés de façon optimale par rapport à des coûts
d’accès prévus aux nœuds. On affecte à chaque nœud un poids (correspondant par exemple à des
statistiques d’accès aux nœuds), et on réorganise tous les arbres de recherche de façon à avoir pour
le TST une longueur de cheminement pondérée minimale (on reviendra sur cet aspect au chapitre 9
dans le cadre du correcteur orthographiqueepelle ).

5.3.2 Comparaison avec d’autres structures

Un ensemble de chaînes de caractères est typiquement représenté grâce à une table de hachage.
On a déjà vu au chapitre 2, que les tries intervenaient dans lehachage dynamique. Ici lesTST

apparaissent comme des concurrents directs (et sérieux) des tables de hachage.

Nous reprenons les expérimentations de [8] qui pour représentern chaînes utilisent pour la table
de hachage un tableau de tailletabsize = n de listes chaînées. La fonction de hachage, tirée du
livre de Kernighan et RitchieThe C programming language, est raisonnablement efficace tout en
assurant une bonne dispersion des clés (voir le code 5.6).

Afin de comparer les deux techniques (tables de hachage etTST) de manière plus juste, on rem-
place l’appel à la fonction de comparaison de chaînesstrcmp de la librairie C par avec un
code équivalent. Les fonctions de recherche des tables de hachage et duTST sont alors de même
style. Nous reprenons les temps expérimentaux obtenus par Bentley et Sedgewick correspondant
aux temps de construction des deux types de structure pour unmême dictionnaire (où pour le
TST, on insère d’abord la chaîne médiane à partir d’un tableau dechaîne trié et ainsi de suite
récursivement). Dans un deuxième temps, chacun des mots du dictionnaire est recherché dans
les deux structures. On obtient les temps (en secondes) de latable suivante (pour un dictionnaire
/usr/dict/words standard) :

Machine Construction Recherche (positive)
hachage TST hachage TST

UltraSPARC-2 0,53 0,49 0,58 0,52
MIPS R4000 0,83 0,71 0,55 0,64
Pentium Pro 0,93 0,71 0,55 0,64
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typedef struct hnode *Hptr;
typedef struct hnode {

char *str;
Hptr next;

} Hnode;

Hptr tab[tabsize];

int hashfunc (char *s) {
unsigned n=0;
for ( ; *s; s++)

n = 31 * n + *s;
return n % tabsize;

}

int hsearch(char *s) {
for (p = tab[hashfunc(s)]; p; p = p->next)

if (strcmp(s, p->str) == 0) /* comparai-
son de la chaîne */

return 1;
return 0;

}

Code 5.6: Fonction de hachage utilisée et fonction de recherche dans une table de hachage.

Avec un dictionnaire français encodé ISO-latin1 qui a été constitué dans le cadre du correcteur
orthographiqueepelle (cf. chapitre 9), on obtient sur d’autres machines4 les temps suivant

Machine Construction Recherche (positive)
hachage TST hachage TST

UltraSPARC-2 0,34 0,62 0,42 0,39
Pentium II 266MHz 0,32 0,57 0,50 0,50

Les temps sont tout à fait comparables pour les deux structures. LesTST sont généralement plus
rapides pour décider qu’un mot n’est pas dans le dictionnaire (recherche négative). En effet, les
TST peuvent différencier rapidement deux chaînes dès les premiers caractères tandis que les tables
de hachage nécessitent le calcul de deux clés de hachage et donc la lecture complète des deux
chaînes. Pour un ensemble de chaînes assez longues et se différenciant dès les premiers caractères,
le gain de temps est conséquent.

Le TST est une structure plus coûteuse en place mémoire qu’une table de hachage. On économi-
serait de la place mémoire en ne développant pas les branchesjusqu’au bout (i.e. en passant de
l’arbre digital au trie). Cela nécessite d’ajouter des informations aux nœuds et rend le code un peu
moins performant. Dans le cas de dictionnaires statiques, on peut aussi compresser l’arbre (cette
technique est utilisée dansepelle , chapitre 9).

5.3.3 autres fonctionnalités

De manière générale, la structure deTST peut être utilisée dans toutes les applications où appa-
raissent les tries (cf. chapitre 2).

4Avec l’option -O3 sur le compilateurgcc .
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void rtraverse(Tptr p, char *s, int i) {
if (p == NULL) return;
rtraverse(p->lokid,s,i);
s[i]=p->splitchar;
if (p->splitchar!=’\0’)

rtraverse(p->eqkid, s, i+1);
else

printf("%s\n", s);
rtraverse(p->hikid, s, i);

}

void rtraversemain(Tptr p) {
static char word[256];
rtraverse(p,word,0);

}

Code 5.7: Accés séquentiel duTST.

Accès séquentiel et statistiques

Certaines applications nécessitent de parcourir séquentiellement un ensemble de mots. Les tables
de hachage ne sont pas du tout adaptées à ce type d’utilisation. Par contre, lesTST se prêtent
naturellement à un parcours séquentiel de l’ensemble des mots dans l’ordre lexicographique. Par
exemple pour afficher tous les mots contenus dans unTST, on peut appeler la fonction récursive
du code 5.7. On maintient au fur et à mesure du parcours de l’arbre le préfixe correspondant au
nœud courant. La variablei mémorise la longueur du préfixe courant.
En rajoutant un champ de comptage en chaque nœud, on peut faire des statistiques. Le fait d’avoir
des arbres binaires de recherche autorise les recherches par intervalles. Le prédécesseur ou suc-
cesseur immédiat d’une chaîne est accessible de manière efficace (ce qui n’est pas le cas des
tables de hachage). Les fonctionnalités du trie sont donc disponibles pour lesTST pour un coût
logarithmique alors que les tables de hachage demandent un coût linéaire.

Recherche partielle (recherche de type «mots croisés»)

Le problème de recherche partielle est facile à appréhenderpour qui a déjà fait des mots croisés.
On recherche simplement une chaîne pouvant contenir deux types de symboles : les lettres de
l’alphabet bien sûr, et le symbole ‘. ’ signifiant «n’importe quel symbole».
La fonction de recherche partielle du code 5.8 affiche les chaînes trouvées. Les variablestmp et i
sont des variables contenant respectivement la chaîne et salongueur pour le nœud courant.

Recherche de voisinage

La structure deTST se prête également à la recherche de voisinage : on recherchetous les mots du
dictionnaire qui sont à une certaine distance de Hamming d’un mot.
La fonctionnearsearch réalise cette recherche dans un arbre ternaire de recherche. Elle prend
en argument un arbre, une chaîne (la requête) et une distance(voir code 5.9). La recherche est
relativement efficace mais les performances se dégradent dès que la distance devient trop grande
(puisque la portion de l’arbre visitée augmente rapidementavec la distance passée en argument).
Remarque.Il est utile de modifier la notion de distance pour prendre en compte les permutations
de deux lettres consécutives dans le cadre d’un correcteur orthographique. C’est en effet une des
fautes de frappe les plus courantes.
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void pmsearch(Tptr p, char *s, char *tmp, int i) {
if (p == NULL) return;
if (*s == ’.’ || *s < p->splitchar)

pmsearch(p->lokid, s, tmp, i);
if (*s == ’.’ || *s == p->splitchar) {

tmp[i]=p->splitchar;
pmsearch(p->eqkid, s+1, tmp, i+1);

}
if (*s == ’\0’ && p->splitchar == ’\0’)

printf("*** pm: %s\n",tmp); /* a revoir */
if (*s == ’.’ || *s > p->splitchar)

pmsearch(p->hikid, s, tmp, i);
}

void pmsearchmain(Tptr p, char *s) {
static char word[256];
pmsearch(p, s, word, 0);

}

Code 5.8: Recherche partielle

void nearsearch(Tptr p, char *s, int d, char *tmp, int i) {
char *t, e;
if (p == NULL || d < 0) return;
if (d > 0 || *s < p->splitchar)

nearsearch(p->lokid, s, d, tmp, i);
if (p->splitchar == 0) {

if ((int) strlen(s) <=d) {
tmp[i]=p->splitchar;

printf("*** ns: %s\n",tmp); /* a revoir */
}

} else {
t=s;
e=d;
if (*s == ’\0’)

t++;
if (*s != p->splitchar)

e--;
tmp[i]=p->splitchar;
nearsearch(p->eqkid, t, e, tmp, i+1);

}
if (d > 0 || *s > p->splitchar)
nearsearch(p->hikid, s, d, tmp, i);

}

void nearsearchmain(Tptr p, char *s, int d) {
static char word[256];
nearsearch(p, s, d, word, 0);

}

Code 5.9: Recherche de voisinage.
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(i) partitionnement classique
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(ii) partitionnement «idéal»
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?< > ==

(iii) partitionnement avec clés égales

FIG. 5.4 – Le principe de partitionnement naturel (i), le partitionnement «idéal» (ii) et le principe
introduit par McIlroy et Bentley (iii).

5.3.4 Algorithme de tri

De la même façon que l’ABR et le tri rapide (quicksort) sont intimement liés, la structure de
TST permet de construire une procédure de tri des chaînes de caractères qui s’avère une des plus
efficaces. Cette technique de tri se révèle également avantageuse dans certaines situations pour
trier l’ensemble des suffixes d’un texte, ce qui survient pour certaines techniques de compression
(bzip2 par exemple l’utilise pour réaliser la transformée de Burrow-Wheeler sur un texte).
L’algorithme de tri lié auxTST utilise le raffinement proposé par Bentley et McIlroy [10] relatif à
l’algorithme Quicksort pour des clés égales. (Nous reviendrons également sur ce raffinement dans
le cadre des structures nœuds au chapitre 6.)

Le principe de Quicksort consiste à partitionner par rapport à unpivot. Idéalement, pour Quick-
sort, on souhaiterait que toutes les clés égales au pivot se retrouvent en place avec toutes les clés
de valeur inférieure à gauche et toutes les clés de valeur supérieure à droite. Il s’agit en fait du
problème du drapeau hollandaispopularisé par Dijkstra [23] : des pierres de couleur rouge,bleue
et blanche sont à ordonner dans le même ordre que les couleursdu drapeau hollandais. Cela cor-
respond au partitionnement de Quicksort où les pierres rouges symbolisent les éléments inférieurs
au pivot, les pierres blanches les éléments égaux et les pierres bleues les éléments supérieurs.
Bentley et McIlroy ont proposé un principe de partitionnement qui bien que peu intuitif s’avère
très efficace (voir figure 5.4). La boucle de partitionnementconsiste elle-même en deux boucles
internes. La première boucle interne incrémente le compteur b : on passe sur les éléments de va-
leur strictement inférieure, on échange les éléments de valeur égale à celle du pivot avec l’élément
d’indicea et on stoppe sur un élément strictement plus grand. D’une façon similaire, la deuxième
boucle interne décrémentec : on passe sur les éléments de valeur strictement supérieureà la va-
leur du pivot, on échange les éléments de valeur égale à celledu pivot en mettant à jour l’indice
d, et on s’arrête sur un élément de valeur strictement inférieure. Ensuite on revient dans la boucle
principale de partitionnement qui échange les éléments pointés parb et c. On itère ce processus
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void swap(char **tab, int i, int j ) {
char *t;
t = tab[i];
tab[i] = tab[j];
tab[j] = t;

}

void vecswap(int i, int j, int n, char **tab) {
while (n-- >0) {

swap(tab, i, j);
i++;
j++;

}
}

Code 5.10: Fonction d’échange de deux chaînesvia leurs indices et généralisation déplaçant un
ensemble de chaînes de caractères.

jusqu’à ce que les pointeursb et c se croisent. Ensuite les éléments de valeur égale au pivot sont
déplacés au centre du tableau sans comparaisons supplémentaires. Cette procédure de partitionne-
ment s’effectue à l’aide den− 1 comparaisons. Plus important, le principe de partitionnement va
s’appliquer sur des tableaux qui ne contiennent plus la valeur du pivot. Il y a là un gros avantage
par rapport à la procédure de partitionnement classique s’il y a beaucoup de clés de même valeur.
On utilise une fonction qui (voir le code 5.10) échange deux chaînes (d’indicesi et j ) dans un
tableau de chaînes (en manipulant les pointeurs), et l’on étend cette fonction pour échanger une
portion complète du tableau de chaînes. Le programme de tri qui résulte des principes exposés
ci-dessus correspond au code 5.11.
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void sort(char **tab, int n, int depth) {
int a, b, c, d, r, v;
if (n <= 1)

return;
v = tab[0][depth];
a = b = 1;
c = d = n-1;
for (;;) {

while (b <= c && (r = tab[b][depth] - v) <=0) {
if (r == 0) {

swap(tab, a, b);
a++;

}
b++;

}
while (b <= c && (r = tab[c][depth] - v) >=0) {

if (r == 0) {
swap(tab, c, d);
d--;

}
c--;

}
if (b > c) break;
swap(tab, b, c);
b++;
c--;

r = min(a, b-a);
vecswap(0, b-r, r, tab);
r= min(d-c, n-d-1);
vecswap(b, n-r, r, tab);
r=b-a;
sort(tab,r,depth);
if (tab[r][depth] != 0)

sort(tab+r, a + n-d-1, depth+1);
r=d-c;
sort(tab+n-r, r, depth);

}
}

Code 5.11: Fonction du tri «quick-radix»
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Structures de recherche aux nœuds
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On présente les outils nécessaires à l’étude des structuresde recherche utilisées dans cette thèse,
c.-à-d. les séries génératrices ordinaires et exponentielles, avec les liens très forts qui les unissent
aux langages formels et à différents modèles aléatoires. Enfin, les structures de liste triée et d’arbre
binaire de recherche sont étudiées plus en détail en vue de l’analyse des tries hybrides.

On a montré dans le chapitre précédent que les paramètres additifs de trie admettent la décompo-
sition suivante pour les espérances

E[γ;Pz, S, F ] =
∑

w∈M∗

E[δ;Pzuw
, {pw,m}], (6.1)

oùw décritM∗ l’ensemble des mots (finis), etPz désigne le modèle de Poisson de paramètrez.

Si le modèle de Poisson apparaît deux fois dans la formule (6.1), il n’a pas la même signification
des deux cotés de l’égalité. Le modèle de Poisson du membre degauche est relatif au nombre
de mots infinis émis par une source dynamique probabilisée (la taille est donc le cardinal de
l’ensemble des mots). Le modèle de Poisson du membre de droite est relatif à la taille de mots
finis (c.-à-d. la longueur des mots), et les mots sont émis parune source sans mémoire.

Nous nous intéressons maintenant au deuxième modèle, celuides mots finis produits par une
source sans mémoire. Du fait des structures envisagées (listes et arbres binaires de recherche), les
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mots sont décomposables grâce à des opérations sur des langages formels. L’utilisation de séries
génératrices s’appuyant sur ces décompositions permet d’obtenir les informations recherchées sur
les paramètres.

6.1 Langages formels, séries génératrices multivariées

Cette section commence par une présentation courte de quatre opérations de base sur les lan-
gages. On définit ensuite les séries génératrices ordinaires et exponentielles multivariées. Enfin on
explique de quelle façon les opérations sur des langages se traduisent directement sur les séries
génératrices.

6.1.1 Langages

Soit un alphabet fixéM = {a1, a2, . . . , ar} un alphabet fini. L’ensemble des mots finis construit
surM estM∗. Un langageL est un sous-ensemble deM∗. Nous utiliserons dans le cadre de
notre analyse les opérations suivantes sur les langages.
– Union.L’union de deux langagesL1 etL2 (notéL1 + L2) est définie par

L1 + L2 = {w | w ∈ L1 ouw ∈ L2}.

– Concaténation.Le concaténé de deux langagesL1 etL2 est le langage obtenu en concaténant
chacun des motsw1 deL1 avec chacun des motsw2 deL2

L1 · L2 = {w1w2 |w1 ∈ L1, w2 ∈ L2}.

– «Étoile».Le langageL∗ est le langage obtenu en formant toutes les suites finies d’éléments de
L

L∗ = {ǫ} + L+ (L · L) + (L · L · L) + · · · , où ǫ désigne le mot vide.

– Shuffle.Le «shuffle» (voir [36, 70]) de deux motsw1 etw2, noté(w1 x w2) estl’ensemblede
tous les mots obtenus en mélangeant1 de toutes les façons possibles les lettres dew1 etw2, tout
en préservant l’ordre relatif à l’intérieur dew1 etw2. Cette opération est définie récursivement
par

(av1 x bv2) = a(v1 x bv2) ∪ b(av1 x v2),

avec (v x ǫ) = (ǫx v) = {v}. L’opération de «shuffle» n’est envisagée ici que sur
deux langages d’alphabets disjoints. (Dans ce cas, on peut reconstruire de manière unique
les mots w1 et w2 à partir d’un mot dew1 x w2.) Par exemple, on a(abx cd) =
{abcd, acbd, acdb, cabd, cadb, cdab}.
Appliquée à deux langagesL1 etL2 d’alphabets distincts, l’opération de «shuffle» permet d’ob-
tenir le langage suivant

L1 xL2 =
⋃

w1∈L1
w2∈L2

(w1 x w2).

Dans la suite, on désignera paralph(L) et alph(w) l’ensemble des lettres distinctes apparaissant
respectivement dans un langageL ou un motw.

1La meilleure image est celle de deux jeux de cartes que l’on mélange, les motsw1 etw2 étant chacun un jeu de
cartes.
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6.1.2 Séries génératrices

Nous avons déjà présenté les séries génératrices dans le cadre de l’analyse «classique» des tries.
Il s’agit ici d’étendre la définition au cas multivarié. Les séries génératrices du chapitre 3 étaient
essentiellement bivariées, la variablez «marquant» la taille et la variableu «marquant» un autre
paramètre. Les séries génératrices sont ici des séries génératrices relatives à des langages. Pour
chaque mot du langage, en plus de la taille du mot et du paramètre qu’on veut étudier, on va
également marquer le nombre d’occurrences de chaque lettre.

Série génératrice ordinaire et exponentielle

La série génératrice ordinaire (SGO en abrégé) d’un paramètreδ (correspondant à la variable
formelleu) sur un langageL est

ℓ(z, u, x1, . . . , xr) =
∑

w∈L

uδ(w)z|w|x
|w|1
1 · · ·x|w|r

r , (6.2)

où |w| est la longueur du motw et |w|i est le nombre d’occurrences de la lettreai dansw. La
série génératrice énumérative d’un langage correspond au cas particulier où le paramètreδ est la
fonction identiquement nulle.
De manière similaire, la série génératrice exponentielle (SGEen abrégé) d’un paramètreδ pour un
langageL est

ℓ̂(z, u, x1, . . . , xr) =
∑

w∈L

uδ(w) z
|w|

|w|!x
|w|1
1 · · ·x|w|r

r . (6.3)

C’est souvent la nature du problème qui incite à utiliser la version exponentielle plutôt qu’ordi-
naire.
Les séries cumulées associées aux séries génératrices ordinaires et exponentielles sont obtenues
en dérivant par rapport àu et en posantu = 1,

Cδ(z, x1, . . . , xr) =
∂

∂u
ℓ(z, u, x1, . . . , xr)|u=1 =

∑

w∈L

δ(w)z|w|x
|w|1
1 · · ·x|w|r

r

Ĉδ(z, x1, . . . , xr) =
∂

∂u
ℓ̂(z, u, x1, . . . , xr)

∣∣∣
u=1

=
∑

w∈L

δ(w)
z|w|

|w|!x
|w|1
1 · · ·x|w|r

r .

La transformée de Laplace combinatoire permet de relier de manière naturelle les séries généra-
trices exponentielles et ordinaires. Elle est définie par additivité à partir de la relation

L : zn 7→ zn

n!
.

La relation classique suivante est typique de la façon dont on passe du «monde ordinaire» au
«monde exponentiel»

L
[

1

1 − az

]
= eaz .

Dans la suite, on désignera parLF (z) ou F̂ (z) la transformée de Laplace combinatoire d’une
série génératrice ordinaireF (z).
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6.1.3 Langages et séries génératrices multivariées

THÉORÈME6.1.Soit un alphabetM = {a1, a2, . . . , ar}. On désigne parx1, . . . , xr les va-
riables formelles marquant les occurrences de chaque lettre, parδ un paramètre additif surM∗.
On considère deux langagesL1 etL2 d’alphabetsalph(L1) etalph(L2) inclus dansM.
– Union. SiL1 ∩L2 = ∅, le langageL = L1 +L2, obtenu en faisant l’union, admet pour séries

génératrices
{
ℓ(z, u, x1, . . . , xr) = ℓ1(z, u, x1, . . . , xr) + ℓ2(z, u, x1, . . . , xr) (SGO)

ℓ̂(z, u, x1, . . . , xr) = ℓ̂1(z, u, x1, . . . , xr) + ℓ̂2(z, u, x1, . . . , xr) (SGE)
.

– Concaténation. Le langageL = L1 · L2 obtenu par concaténation a pour série génératrice
ordinaire

ℓ(z, u, x1, . . . , xr) = ℓ1(z, u, x1, . . . , xr) · ℓ2(z, u, x1, . . . , xr) (SGO).

– Opération «étoile». SiL1 ∩ (L1 ·L1) = ∅, le langageL = L∗
1 obtenu par l’opération «étoile»

d’un langageL1 a pour série génératrice ordinaire

ℓ(z, u, x1, . . . , xr) = (1 − ℓ1(z, u, x1, . . . , xr))
−1 (SGO).

Cas particulier important :Si le langageL1 ⊂ M, i.e. n’est composé que de mots de longueur
1, on obtient une expression de la série génératrice exponentielle pour le langageL = L∗

1

ℓ̂(z, u, x1, . . . , xr) = exp(ℓ̂1(z, u, x1, . . . , xr)) (SGE).

– Shuffle. Supposons quealph(L1) ∩ alph(L2) = ∅. Le langageL = L1 xL2 obtenu par l’opé-
ration shuffle sur les langagesL1 etL2 a pour série génératrice exponentielle

ℓ̂(z, u, x1, . . . , xr) = ℓ̂1(z, u, x1, . . . , xr) · ℓ̂2(z, u, x1, . . . , xr) (SGE).

Preuve.La preuve est immédiate pour l’union et s’obtient par linéarité.

Pour la concaténation, considérons deux langagesL1 et L2 de séries génératrices ordinaires
ℓ1(z, u, x1, . . . , xr) et ℓ2(z, u, x1, . . . , xr). La série génératriceℓ(z, u, x1, . . . , xr) est définie par

ℓ(z, u, x1, . . . , xr) =
∑

w1∈L1

∑

w2∈L2

uδ(w1w2)z|w1|+|w2|x
|w1|1+|w2|1
1 · · ·x|w1|r|+w2|r

r

=

(
∑

w1∈L1

uδ(w1)z|w1|x
|w1|
1 · · ·x|w1|r

r

)(
∑

w2∈L2

uδ(w2)z|w2|x
|w2|
1 · · ·x|w2|r

r

)

= ℓ1(z, u, x1, . . . , xr) ℓ2(z, u, x1, . . . , xr).

La deuxième égalité utilise le fait queδ est un paramètre additif (δ(w1w2) = δ(w1) + δ(w2)).

La série génératrice ordinaire pour le langage «étoile» estcalculée grâce aux formules pour l’union
et la concaténation.
Dans le cas oùL1 ne contient que des symboles (L1 ⊂ M), Le langageLk

1 admet comme série
génératrice exponentielle

∑

w∈Lk
1

uδ(w) z
|w|

|w|!x
|w|
1 · · ·x|w|r

r =
∑

m1,...,mk∈L1

uδ(m1m2...mk) z
k

k!
x
|m1m2...mk|
1 · · ·x|m1m2...mk|r

r

=
zk

k!

(
∑

m∈L1

uδ(m)x
|m|1
1 · · ·x|m|r

r

)k

=
zk

k!
ℓ̂1(1, u, x1, . . . , xr)

k

=
ℓ̂1(z, u, x1, . . . , xr)

k

k!
,
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et la formule s’ensuit pour le langageL =
∑

k≥0 L
k
1

ℓ̂ = exp[ℓ̂1(z, u, x1, . . . , xr)].

Enfin, pour le shuffle, considérons deux motsw1 etw2 d’alphabets disjoints. La série génératrice
exponentielle du langageL = w1 x w2 fait intervenir un coefficient du binôme correspondant
aux places où on insèrew1 dansw2

ℓ̂(z, u, x1, . . . , xr) =
(|w1| + |w2|)!
|w1|!|w2|!

z|w1|+|w2|

(|w1| + |w2|)!
x
|w1|1+|w2|1
1 · · ·x|w1|r+|w2|r

r

=

(
z|w1|

|w1|!
x
|w1|1
1 · · ·x|w1|r

r

)(
z|w2|

|w2|!
x
|w2|1
1 · · ·x|w2|r

r

)
.

Par linéarité de la formule de l’union de langages d’intersection vide, on obtient l’expression de
la série génératrice exponentielle pour le shuffle de deux langages

ℓ̂(z, u, x1, . . . , xr) =
∑

w1∈L1

∑

w2∈L2

(
z|w1|

|w1|!
x
|w1|1
1 · · ·x|w1|r

r

)(
z|w2|

|w2|!
x
|w2|1
1 · · ·x|w2|r

r

)

= ℓ̂1(z, u, x1, . . . , xr) ℓ̂2(z, u, x1, . . . , xr),

ce qui termine la preuve.

Remarque – Il y a une symétrie frappante entre l’opération de concaténation et l’opération de
«shuffle» du point de vue des séries génératrices. Le «shuffle» est une opération naturelle pour les
séries génératrices exponentielles car cette opération setraduit par le produit des deuxSGE.

La concaténation est une opération naturelle pour les séries génératrices ordinaires car cette opé-
ration se traduit par le produit des deuxSGO.

Cependant, si la nature du problème se prête davantage à l’utilisation deséries génératrices or-
dinairesou deséries génératrices exponentielles, nous pouvons toujours définir l’opération de
shuffle pour deuxSGO et de concaténation pour deuxSGE. Il suffit d’utiliser la transformée de
Laplace combinatoire pour naviguer entre les «mondes» exponentiels et ordinaires. Ainsi, l’opé-
ration de shuffle pour des séries génératrices ordinaires peut s’écrire

A(z, u, x1, . . . , xp)xB(z, u, y1, . . . , yq)

= L−1 [LA(z, u, x1, . . . , xp) · LB(z, u, y1, . . . , yq)]

= L−1
[
Â(z, u, x1, . . . , xp) · B̂(z, u, y1, . . . , yq)

]
.

Nous utilisons deux ensembles distincts de variables{x1, . . . , xp} et {y1, . . . , yq} pour insister
sur le fait que les deux séries génératrices font référence àdes langages d’alphabets distincts,
ce qui rend l’opération de shuffle non ambiguë. L’opération de shuffle appliquée à deux séries
génératrices ordinaires rationnelles s’écrit

1

1 − az
x

1

1 − bz
=

1

1 − (a+ b)z
.

L’analyse nécessitera également de dériver un produit shuffle sur tout type de série, afin d’obtenir
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la série cumulée. Par exemple, le produit shuffle de deux séries ordinaires s’obtient grâce à la règle

∂

∂u
(A(z, u, x1, . . . , xp)xB(z, u, y1, . . . , yq))

=

(
∂

∂u
A(z, u, x1, . . . , xp)

)
xB(z, u, y1, . . . , yq) +

A(z, u, x1, . . . , xp)x

(
∂

∂u
B(z, u, y1, . . . , yq)

)
.

6.1.4 Séries génératrices et modèles aléatoires

Nous examinons ici plusieurs modèles aléatoires en relation avec les séries génératrices multiva-
riées. Le premier modèle est le modèle du multi-ensemble. C’est le modèle le plus proche de la
série génératrice puisqu’il s’agit d’extraire un coefficient de la série génératrice.

DÉFINITION 6.2 (MODÈLE DU MULTI-ENSEMBLE). Dans le modèle du multi-ensemble
En1,...,nr , on considère comme équiprobables tous les mots de taillen = n1 + · · · + nr qui
contiennentni occurrences du symboleai.

Exemple.Le multi-ensemble{2 · a, 1 · b} est l’ensemble{aab, aba, baa}. Chacun des trois mots
est équiprobable dans le modèle aléatoire du multi-ensemble. Ce modèle va réapparaître sous une
autre forme dans le chapitre 7.

Dans un tel modèle, les mots sont donc en nombre

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
.

Toute la mécanique des séries génératrices du chapitre 3 peut être appliquée. Ainsi, l’espérance
d’un paramètreδ sur un langageL (de série génératrice ordinaire associéeℓ par exemple) dans le
modèle aléatoireEn1,...,nr s’obtient grâce à la formule

[znxn1
1 · · ·xnr

r ] ∂
∂u ℓ(z, u, x1, . . . , xr)|u=1

[znxn1
1 · · ·xnr

r ]ℓ(z, 1, x1, . . . , xr)
.

Nous allons en fait plutôt nous intéresser à des modèles «plus» probabilistes où nous ne connaî-
trons pas le nombre d’occurrences de chaque lettre mais plutôt la probabilité d’apparition de
chaque lettre.
Puisque les modèles considérés concernent des mots, on distingue deux aspects différents.
– Le premier concerne la taille du mot. La taille du mot peut être une variable aléatoireN d’une

certaine loi. La loi la plus simple consiste à fixer la tailleN = n. C’est le modèle de Bernoulli
Bn. Une autre possibilité consiste à prendre pourN une loi de Poisson de paramètrez, ce qui
désigne le modèle de PoissonPz. (Ces deux modèles ont déjà été succinctement introduits dans
le chapitre 5 et une discussion plus détaillée sur les rapports entre les deux modèles d’un point
de vue analytique se trouve dans la partie 6.5.1.)

– Une fois la taille précisée, il reste à définir de quelle façon sont produits les mots. Les mots sont
ici finis et émis par une source sans mémoire avec des probabilités{pi}i∈M (voir chapitre 4).

DÉFINITION 6.3 (MODÈLE DE BERNOULLI POUR LES MOTS). Dans ce modèle, la taille des
motsn est fixée. Les lettres d’un mot sont tirées aléatoirement dans l’alphabet avec des pro-
babilitéspi (comme par une source sans mémoire).
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La substitutionxj 7→ pj dans la série génératrice ordinaireℓ(z, u, x1, . . . , xr) associée àM∗

permet d’obtenir la série génératrice (bivariée puisque lespj ne sont plus des variables)ℓ(z, u) du
paramètreδ dans le modèle de Bernoulli

ℓ(z, u) =
∑

w∈M∗

uδ(w)z|w|p
|w|1
1 · · · p|w|r

r =
∑

w∈M∗

uδ(w)z|w| Pr[w],

oùPr[w] est la probabilité d’apparition du motw (parmi les mots de même longueur).

Remarque :On peut également considérer l’alphabet infini. En effet, dans la formule
∑

w∈M∗

uδ(w)z|w|
∏

i∈M

p
|w|i
i

le produit infini a un sens puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de|w|i non nuls.

Ainsi, on obtient la proposition faisant intervenir la série génératrice cumulée du paramètreδ

Cδ(z) =
∂

∂u
ℓ(z, u, p1, . . . , pr)|u=1 .

PROPOSITION6.4 (VALEUR MOYENNE DANS LE MODÈLE DEBERNOULLI). Dans le modèle
de BernoulliBn associé à une source sans mémoire de probabilités{pj}, la valeur moyenne
du paramètreδ pour un mot de longueurn est

E[δ;Bn, {pj}] = [zn]
∂

∂u
ℓ(z, u, p1, . . . , pr)|u=1 = [zn]Cδ(z),

où ℓ est la série génératrice ordinaire associée au paramètreδ et au langageM∗, et la notation
[zn] f(z) signifie le coefficient enzn de la série entièref(z).

Les séries exponentielles sont adaptées au deuxième modèledit de Poisson. En particulier, l’es-
pérance dans le modèle de Poisson s’exprime de manière directe.

Rappelons que, par définition, une variable aléatoire de PoissonN de paramètrez vérifie :

Pr[N = k] = e−z z
k

k!
. (6.4)

On a doncE[N ] = z etVar[N ] = z.

DÉFINITION 6.5 (MODÈLE DE POISSON POUR LES MOTS). Dans le modèle de PoissonPz de
paramètrez, la longueur d’un mot aléatoire estN , elle-même une variable de Poisson de para-
mètrez. Les lettres d’un mot sont tirées aléatoirement dans l’alphabet avec des probabilitéspi

(comme par une source sans mémoire).

Si l’on posez = n, ce modèle est «proche» en moyenne du modèle de Bernoulli à taille fixée
n (même s’il est moins naturel), tout en permettant un traitement théorique plus aisé. En fait on
passe d’un modèle à l’autre en appliquant poissonisation etdépoissonisation [57] (voir à ce sujet
également la partie 6.5.1).

Soit δ un paramètre entier sur le langageL = M∗. Posonsδk = E[δ,Bk, {pi}] de telle sorte que
Ĉδ(z) =

∑
k≥0

δk

k! z
k est la série génératrice exponentielle cumulée du paramètre δ. L’espérance

dans le modèle de Poisson vérifie en vertu de (6.4)

E[δ,Pz, {pj}] =
∑

k≥0

δk
k!
zk = Ĉδ(z).
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FIG. 6.1 – On donne au trie une épaisseur en empilant des jetons sur chaque
nœud interne. L’ensemble de mots est le même que celui de la figure 2.2
(aabbaa..., aabcbb..., bcaaac..., bcaacb..., caabaa..., cababb..., caccbb..., caccbc...). Par exemple,
on empile sur la racine la première lettre de chaque motaabbcccc.

On a donc la proposition

PROPOSITION6.6 (ESPÉRANCE DANS LE MODÈLE DEPOISSON). Dans le modèle de Poisson
Pz de paramètrez associé à une source sans mémoire de probabilités{pj}, la valeur moyenne
du paramètreδ pour un mot de longueurn est

E[δ,Pz, {pj}] = e−z ∂

∂u
ℓ̂(z, u, p1, . . . , pr))

∣∣∣
u=1

= e−zĈδ(z), (6.5)

où ℓ̂ est la série génératrice exponentielle associée au paramètre δ et au langageM∗.

6.2 Étude des paramètres du trie abstrait

Nous considérons maintenant les trois paramètres additifs, de typeγ, dans l’équation (5.3) reliés
respectivement au nombre de nœuds internes (appelé également taille du trie), la longueur de che-
minement du trie-tableau. (La longueur de cheminement dansle trie-ABR, plus difficile à obtenir,
fera l’objet de la partie suivante. Nous établirons la longueur de cheminement du trie-liste comme
un prélude à celle du trie-ABR.)

Il faut donc préciser ce qu’est le coûtδ associé à la traversée d’une structure et, utilisant les outils
introduits dans la section précédente, en calculer les espérances.
Toute cette partie demande d’adopter un point de vue un peu particulier sur les tries mais qui
éclaire notre approche. Il consiste à visualiser les tries en donnant aux nœuds des épaisseurs.
Imaginons des jetons étiquetés par les lettres de l’alphabet (lettres deScrabblepar exemple). On
empile sur chaque nœud étiquetéw les jetons correspondant à la trancheσ(T[w](X)) (voir fi-
gure 6.1). Par exemple la racine est une pile de jetons de hauteur |X |, et que chacun des nœuds
externes n’a pas de jetons. Les paramètres de taille et de longueur de cheminement ont une inter-
prétation directe dans ce cadre. La longueur de cheminementest le nombre de jetons posés sur le
trie ; la taille du trie est le nombre de piles.
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Tout d’abord, le coûtδS associé à la taille est égal à 1 si le nœud interne indexé par lemotw existe
ou de façon équivalente si la trancheσT[w](X) contient au moins deux symboles (et donc aussi
si la pile est de hauteur supérieure ou égale à deux). Le coûtδA pour la longueur de cheminement
pour un trie-tableau est simplement le nombre de fois où l’onaccède à un nœud (le nombre de
symboles deσT[w](X)) si le nœud est interne2. C’est donc la hauteur de la pile de jetons sur ce
nœud interne. Soits une tranche (ou une pile), i.e. un mot rassemblant toutes lespremières lettres
des chaînes stockées en un nœud interne. On a les formules

δS(s) =

{
1 si |s| ≥ 2

0 sinon
et δA(s) =

{
|s| si |s| ≥ 2

0 sinon.

Les résultats suivants sont connus et ont d’ailleurs déjà été démontrés dans le modèle de Bernoulli
dans le chapitre 5. Dans le but de donner un exemple d’analysesimple utilisant les méthodes
symboliques des séries génératrices, nous établissons la proposition suivante pour les valeurs
moyennes des paramètresδA et δS .

PROPOSITION6.7 (PARAMÈTRES DE STRUCTURE DU TRIE ABSTRAIT(POISSON)). Soit un
ensemble de probabilités{pi}i∈M associé aux lettres de l’alphabetM et Pz le modèle de
Poisson de paramètrez pour la taille des mots. Alors, dans le modèle(Pz, {pi}), les espérances
des paramètres de «péage» pour la taille d’un trie et la longueur de cheminement externe d’un
trie-tableau3 sont respectivement

E[δS ;Pz, {pi}] = 1 − (1 + z) e−z, E[δA;Pz, {pi}] = z (1 − e−z).

Preuve.Les espérances des deux premiers paramètres,δS etδA, dérivent directement de proprié-
tés du modèle de Poisson. Nous effectuons cependant l’analyse dans le cadre des séries généra-
trices qui permet de mettre en lumière quelques principes debase. La décomposition formelle du
langageM∗ selon la taille des mots

M∗ = (ǫ+ M) +
∑

i≥2

Mk,

se traduit enSGE(séries génératrices exponentielles) grâce au théorème 6.1 et donne

1 + z(x1 + · · · + xr) + u(ez(x1+···+xr) − 1 − z(x1 + · · · + xr)),

1 + z(x1 + · · · + xr) + (ezu(x1+···+xr) − 1 − zu(x1 + · · · + xr)),

pour lesSGE relatives àδS et δA. Une application de (6.5) donne alors la formule pourE[δA] et
E[δS ].

Remarques.
– On n’utilise pas le fait que les jetons soient étiquetés pardes lettres. Seul le nombre de jetons

sur un nœud interne importe.
– On ne donne pas le corollaire pour le modèle de Bernoulli caril est évident.

6.3 Arbres binaires de recherche

Les arbres binaires sont une structure de données extrêmement classique et utilisée. Il est classique
de «lire» le déroulement de l’algorithme Quicksort sur un arbre binaire de recherche. Les modèles

2Ce coût correspond à l’accès direct.
3Il s’agit donc aussi de la longueur de cheminement d’un trie classique.
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FIG. 6.2 – Mécanisme d’empilement des jetons dans le cas d’une liste ordonnée, on insère dans
l’ordre et successivement les lettresbccab.

d’analyse sont longtemps restés centrés autour du modèle des permutations aléatoires (qui est un
cas particulier du modèle du multi-ensembleEn1,...,nr avecn1 = · · · = nr = 1) qui est souvent le
premier modèle envisagé pour l’analyse en moyenne des tris.Les techniques de séries génératrices
s’appliquent et l’on peut démontrer par exemple que pour unepermutation deSr la longueur de
cheminement interne (pour atteindre chacune des clés à partir de la racine)

2(n+ 1)Hn − 4n,

oùHn désigne lene nombre harmonique.
Les résultats concernant la profondeur du plus petit élément et du plus grand élément nous inté-
ressent également et peuvent être très facilement obtenus àpartir de la proposition 6.8.

Helmut Prodinger [84] s’est intéressé à un modèle où les clésapparaissent avec une distribution
géométrique.

Le modèle du multi-ensemble a également été étudié par plusieurs auteurs [14, 89] mais toujours
avec une approche calculatoire. Les techniques mises en œuvre dans cette partie sont essentielle-
ment symboliques et font intervenir les séries génératrices multivariées.

Les paramètresδL(s) etδB(s) relatifs à la longueur de cheminement pour les tries-liste et les tries-
ABR sont exactement les coûts de traversée dans la structure nœud construite sur la tranches. Là
encore, la visualisation à l’aide de jetons étiquetés par les lettres permet de mieux comprendre les
paramètres analysés.

On va considérer qu’une séquences est une pile de jetons étiquetés et que l’on insère un à un ces
jetons dans la structure. Si en insérant un jeton, on s’aperçoit qu’un jeton avec la même lettre est
déjà présent, on empile le nouveau jeton sur le premier (voirfigure 6.2).

Le coût de traversée cumulé (pour un type de structure donné)associé à un mots est le coût exigé
pour rechercher un à un tous les jetons posés en parcourants (on s’arrête dès qu’on a trouvé la
pile à laquelle appartient le jeton).Un symbole est donc recherché autant de fois qu’il y a de jetons
dans sa pile.Le coût de recherche simple d’un symbole est simplement le coût pour atteindre la
bonne pile. Le coût de recherche cumulé d’un symbole des est ainsi le coût de recherche simple
d’un symbole multiplié par son nombre d’occurrences danss.

Remarque.Dans la suite, l’alphabet est supposé totalement ordonné puisque les listes ordonnées
aussi bien que lesABR sont des structures ordonnées. On suppose donc que les symboles de
l’alphabetM = {a1, a2, . . . , ar} vérifienta1 < a2 < · · · < ar.
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L’évaluation des espérances des coûts de traverséeE[δ] correspond à l’analyse (facile) des listes
et à l’analyse (plus difficile) des arbres binaires de recherche avec un univers de clés fini et une
distribution de probabilité non uniforme (voir par exemple[2, 14, 89] pour des développements
de ce type).
Notre approche repose sur une description symbolique de paramètres par desséries génératrices
et possède sans doute un intérêt intrinsèque indépendant duproblème original. C’est pourquoi
nous établissons une proposition donnant les valeurs moyennes des coûts de traversée pour les
listes ordonnées et lesABR.
Les principes de cette preuve (décomposition d’un langage et transcription aux séries génératrices)
sont également utilisés pour déterminer les valeurs moyennes des coûts de traversée cumulés pour
les listes ordonnées et lesABR, mais en faisant intervenir l’opération de shuffle. Dans le modèle
de Poisson, on a le résultat suivant :

PROPOSITION6.8. (COÛTS DE TRAVERSÉE CUMULÉE DANS LES LISTES ORDONNÉES ET LES

ABR DANS LE MODÈLE DE POISSON). Soit un ensemble de probabilités{pi}i∈M associé aux
lettres de l’alphabetM etPz le modèle de Poisson de paramètrez pour la taille des mots. Alors,
dans le modèle(Pz , {pi}), les espérances des coûts de traversée cumulés pour les listes ordonnées
et les arbres binaires de recherche sont respectivement

E[δL;Pz, {pi}] =
∑

j∈M

P[>j] z (1 − e−pjz),

E[δB;Pz, {pi}] = 2
∑

(i,j)∈M2

i<j

pipj

P 2
[i,j]

[
e−zP[i,j] − 1 + zP[i,j]

]
,

oùP[i,j] =
∑j

k=i pk etP[>j] =
∑

k>j pk.

Avant d’écrire la preuve, énonçons le corollaire pour le modèle de Bernoulli obtenu en utilisant
un argument de dépoissonisation algébrique (Proposition 6.4).

PROPOSITION6.9. (COÛTS DE TRAVERSÉE CUMULÉE DANS LES LISTES ORDONNÉES ET LES

ABR DANS LE MODÈLE DE BERNOULLI). Soit un ensemble de probabilités{pi}i∈M associé
aux lettres de l’alphabetM etBn le modèle de Bernoulli à taille fixéen. Alors, dans le modèle
(Bn, {pi}), les espérances des coûts de traversée cumulés pour les listes ordonnées et les arbres
binaires de recherche sont respectivement

E[δL;Bn, {pi}] =
∑

j∈M

nP[>j] [1 − (1 − pi)
n−1],

E[δB;Bn, {pi}] = 2
∑

(i,j)∈M2

i<j

pipj

P 2
[i,j]

[
(1 − P[i,j])

n − 1 + nP[i,j]

]
,

oùP[i,j] =
∑j

k=i pk etP[>j] =
∑

k>j pk.

Preuve.Nous analysons les deux structures l’une après l’autre.

Le paramètreδL nécessite l’utilisation de la décomposition de type «shuffle» (‘x ’),

M∗ = a∗1 x · · · x a∗r .

Cette décomposition signifie que chaque mot se décompose en sous-mots (éventuellement vides)
qui sont des répétitions (a∗i ) du même symboleai, mélangés de toutes les façons possibles (à la
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manière d’un jeu de carte). On a déjà établi que le produit «shuffle» de deux langages à alphabets
disjoints correspond au produit des séries génératrices exponentielles correspondantes. Le coût
de recherche d’une cléaα dans une tranches est alors égal au nombre de symboles distincts
d’indices i < α danss. La série génératrice exponentielle est donc en vertu du théorème 6.1
reliant les langages formels et les séries génératrices.

f̂α(z, u, x1, . . . , xr) =
∏

i<α

(u(ezxi − 1) + 1)
∏

i≥α

ezxi .

Il suffit maintenant de sommer pour tous les symbolesaα ∈ M et d’appliquer la formule (6.5)
afin d’obtenirE[δL] dans le modèle de PoissonPz avec des probabilitéspi pour les lettres.

Le paramètreδB nécessite une approche plus subtile. L’étude classique desABR considère des
arbres binaires de recherche construits sur des permutations tirées aléatoirement de façon uni-
forme dansSn (voir [43]). Nous allons nous inspirer de l’étude classique(qui introduit la notion
d’extremum de gauche à droite) pour mener à bien l’analyse. Il faut cependant bien voir que nous
autorisons les clés égales. C’est à la fois plus simple car lefait de considérer des mots à la place
de permutations va permettre d’utiliser le formalisme reliant les langages formels et les séries
génératrices, mais aussi plus compliqué car les notions simples et naturelles sur les permutations
doivent être adaptées aux mots et qu’elles perdent peut-être ainsi leur caractère «naturel».

Dans un premier temps, nous décomposons le coût de traverséeδB selon les lettres de l’alphabet.
Pour une tranches, nous considérons le coût de recherchecα pour atteindre le symboleaα dans
abr(s). Ce coût est la profondeur du nœudaα dans l’arbre si le nombre d’occurrences|s|α de la
lettreaα danss est non nul (on parle de recherche positive).

La preuve comporte trois étapes principales :
– Étude des extrema et des branches extrêmes (recherche des éléments extrêmaux).
– Recherche d’un symbole quelconque. On coupe l’ABR en deux en fonction du symbole cherché

afin que le coût de recherche se décompose en coûts de recherche des extrema. Puis, on utilise
l’opération de shuffle pour «recomposer» les deux sous-arbres.

– Enfin, on s’attache au problème de la recherche cumulée d’unsymbole (tenant compte du
nombre d’occurrences du symbole recherché).

Étude des extrema et des branches extrêmes.La première observation clé ici est de remarquer
que l’ABR construit surs est le même que celui construit surs′, oùs′ est le mot obtenu à partir
de s en ne conservant que la première occurrence de chaque symbole (et en respectant l’ordre
d’apparition des symboles). En effet seule la première occurrence de chaque symbole entraîne la
création d’un nœud. La prochaine occurrence sera simplement «empilée».

Soit aα la lettre d’indiceα de l’alphabetM. Nous introduisons les notationsw<α, w≤α, w>α

et w≥α. Le motw<α est le mot obtenu à partir dew en supprimant toutes les lettres d’indices
strictement inférieurs àα. Les notationsw≤α, w>α etw≥α sont définies de la même manière.

Nous définissons également la notion d’extrema de gauche à droite en prenant en compte les
occurrences multiples de symboles.

DÉFINITION 6.10 (EXTREMA STRICTS DE GAUCHE À DROITE). Soitw = w1w2 · · ·wn un mot
deM∗. La lettrewj est appelée unminimum(resp. maximum) strict de gauche à droite dew si
j = 1 ou si

(∀i < j) wi > wj (resp.wi < wj).

Le nombre de minima stricts (resp. maxima) de gauche à droitepour un motw est noténmin(w)
(resp.nmax(w)).
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Remarque.Il est utile de voir dès à présent que les minima (resp. maxima) stricts de gauche à
droite d’un motw correspondent exactement aux nœuds se situant sur la branche extrême gauche
(resp. droite) de l’arbre binaire de recherche construit sur w.

Le lemme suivant caractérise le nœud père d’une lettreaα dont on insère la première occurrence.

LEMME 6.11.SoitT l’ ABR construit sur le motw = πaα oùπ est un mot (éventuellement vide)
qui ne contient pas la lettreaα. Une lettrep est le père deaα dans l’arbreT si et seulement si
p = max(π<α) si aα > p oup = min(π>α) si aα < p.

Remarque.On confond un nœud avec sa clé.

Preuve.La traversée en ordre symétrique deT donne la liste triée des lettres où selon le cas le
pèrep apparaît soit juste avant soit juste aprèsaα puisque la lettreaα correspond à une feuille de
l’arbre.

Tout d’abord, nous étudions les séries génératrices des deux paramètresnmin andnmax (qui sont
exactement le nombre de nœuds sur les branches extrêmes gauche et droite).

Il faut analyser la longueur de la branche extrême droite dans un arbre construit sur des mots
aléatoires, ou de manière équivalente évaluer le nombre de maxima stricts de gauche à droite.
Étant donné l’alphabetM, la décomposition sous forme d’expression régulière

M∗ =

r∏

j=1

(ǫ+ aj ·(a1 + a2 + · · · + aj)
∗)

exprime précisément toutes les décompositions possibles des mots selon les maxima stricts de
gauche à droite. En effet, on peut toujours décomposer un motw sous la forme

w =

r∏

i=1

mi,

où le motmi ne contient que des symboles d’indices inférieurs ou égaux àj et peut être éven-
tuellement vide. Par exemple sur l’alphabet{a, b, c, d}, le motbaadcacba s’écrit (baa)(dcacba)
(ce qui donnema = mc = ǫ, mb = baa etmd = dcacba. Un maximum de gauche à droite est
la première lettre d’un motmi.

Appliquant les principes exposés dans le théorème 6.1, on obtient la série génératrice multivariée
ordinaire pour le paramètrenmax sur le langageM∗

Nmax(z, u, x1, x2, . . . , xr) =

r∏

j=1

(
1 +

zuxj

1 − z(x1 + · · · + xj)

)
.

Le coefficient de cette série en[znukxn1
1 · · ·xnr

r ] est égal au nombre de mots de longueurn
ayantk maxima stricts de gauche à droite etnj occurrences du symbolej. La série génératrice
multivariée ordinaire pour les minima s’obtient de façon similaire

Nmin(z, u, x1, x2, . . . , xr) =

r∏

j=1

(
1 +

zuxj

1 − z(xj + · · · + xr)

)
.

De telles décompositions ont été utilisées par Prodinger [83] pour l’étude du maximum de va-
riables aléatoires distribuées selon une loi géométrique.
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Remarque.On peut essayer de donner une vision plus intuitive et peut-être plus formelle. Les
arbres binaires de recherche avec les lettresaα < aβ < aγ sur sa branche extrême droite, par
exemple, sont décrits grâce à l’expression régulière (utilisant des notations évidentes)

α · (≤ α)∗ · β · (≤ β)∗ · γ(≤ γ)∗.

La série génératrice multivariée ordinaire est alors

zxα

1 − z(x1 + · · · + xα)

zxβ

1 − z(x1 + · · · + xβ)

zxγ

1 − z(x1 + · · · + xγ)
.

Afin d’engendrer toutes les branches droites possibles en ordre croissant nous considérons des
produits comme

r∏

j=1

(1 + yj),

où la variableyj «signifie» que la lettreaj apparaît sur la branche. Si nous opérons la substitution

yj 7→ u
zxj

1 − z(x1 + · · ·xj)
,

nous obtenons ainsi la fonction génératrice (correspondant au paramètrenmax) où u marque le
nombre de nœuds sur la branche extrême droite de l’arbre binaire de recherche

Nmax(z, u, x1, . . . , xr) =

r∏

j=1

(
1 +

uzxj

1 − z(x1 + · · ·xj)

)
=

r∏

j=1

(
1 − z(x1 + · · ·xj−1) + (u − 1)zxj

1 − z(x1 + · · · + xj)

)
.

En particulier on a comme il se doit

Nmax(z, 1, x1, . . . , xr) =
1

1 − z(x1 + · · · + xr)
,

puisque nous comptons alors tous les mots quelle que soit la longueur de la branche extrême droite
(le produit se «simplifie»).

Coût de recherche simple.La profondeur d’un nœud (son coût de recherche simple) est égale au
nombre d’ancêtres sur la branche menant de la racine à ce nœud. Le lemme caractérise les lettres
correspondant aux ancêtres deaα dans un mot terminant paraα.

LEMME 6.12.SoitT l’ ABR obtenu en insérant successivement les lettres du motw = πaα (où
la lettre aα n’apparaît pas dans le motπ). La lettrey ∈ π est un ancêtre deaα dansT si et
seulement si la lettrey) est un minimum strict de gauche à droite deπ>α ou un maximum strict
de gauche à droite deπ<α.

Preuve.Utiliser la définition 6.10 et le lemme 6.11.

On obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE 6.13.SoitT l’ ABR obtenu en insérant successivement les lettres du motw = πaα

(où la lettreaα n’apparaît pas dans le motπ). La longueur du chemin de la racine à la lettreaα

dansT estnmin(π>α) + nmax(π<α).
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Ce corollaire donne le principe d’analyse du coût de recherche simplecα. À partir de l’étude des
séries génératrices des deux paramètresnmin andnmax (qui sont exactement le nombre de nœuds
sur les branches extrêmes gauche et droite), nous analysonsle paramètrecα en utilisant le produit
shuffle.

On considère maintenant le coût de recherchecα d’un symbole fixéaα dans un arbre binaire de
recherche. La décomposition à l’aide du shuffle (‘x ’)

(M\ {aα})∗ = (a1 + · · · + aα−1)
∗

x (aα+1 + · · · + ar)
∗
,

signifie que chaque mot ne contenant pas la lettreaα peut être décomposé en deux sous-mots< aα

et> aα, mélangés de toutes les façons possibles. Cette décomposition se calque exactement sur
la définition decα en fonction denmin etnmax donnée dans le corollaire. En effet, le paramètre
cα «coût de recherche deaα» pour un motw = π(aαv)∗ (où le motπ ne contient pas la lettre
aα) s’écritcα(abr(w)) = nmin(π>α) + nmax(π<α). Cela se transpose directement en termes de
séries génératrices grâce au shuffle. La série génératrice ordinaire relative au paramètrecα est

Cα(z, u, x1, . . . , xr) = [Nmax(z, u, x1, . . . , xα−1)xNmin(z, u, xα+1, . . . , xr)]

·
[
1 +

zxα

1 − z(x1 + · · · + xr)

]
, (6.6)

où le dernier facteur prend en compte la fin du mot (après que l’on est rencontré la lettreaα) qui
peut éventuellement contenir à nouveau la lettreaα.

On peut remarquer que l’idée consistant à découper l’arbre binaire de recherche selon le chemin
menant à la clé est la même que celle utilisée par l’algorithme classique de coupure pour un abr
(algorithme utilisé entre autres pour insérer une clé à la racine).

L’équation (6.6) donne la série génératrice ordinaire qui condense toute l’information, y compris
la distribution complète. La série génératrice exponentielle est obtenue en prenant l’inverse par la
transformée de Laplace combinatoire. Le coût moyen est obtenu de manière classique en diffé-
rentiant (6.6) par rapport à la variableu et en posantu = 1 selon le principe de (6.5). Le reste des
calculs est mené à terme grâce à la transformée de Laplace, enréalisant des décompositions en
éléments simples et en utilisant la dérivée logarithmique.Les relations suivantes (évidentes) sont
constamment utilisées au cours du calcul

L[eaz] =
1

1 − az
, L[zeaz] =

z

(1 − az)2
,

1

1 − az
x

1

1 − bz
=

1

1 − (a+ b)z
.

Les calculs sont plus commodes si on introduit les notations

X =

r∑

k=1

xk, X[i,j] =

j∑

k=i

xk, X[i,j] = X −X[i,j], etXα =

r∑

k=1
k 6=α

xk.

Posons

Kα(z, u, x1, . . . , xr) = Nmin(z, u, x1, . . . , xα−1)xNmax(z, u, xα+1, . . . , xr).

L’équation (6.6) s’écrit encore

Cα(z, u, x1, . . . , xr) =
1 − zXα

1 − zX
Kα(z, u, x1, . . . , xα−1, xα+1, . . . , xr),
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et après quelques calculs, on obtient finalement à la série génératrice cumulée

∂

∂u
(Cα(z, u, x1, . . . , xr))u=1 =

α−1∑

j=1

xj

X[j,α]

(
1

1 − zX
− 1

1 − zX[j,α]

)

+

r∑

j=α+1

xj

X[α,j]

(
1

1 − zX
− 1

1 − zX[α,j]

)
.

Coût de recherche cumulée.On trouve le coût de recherche cumulé à partir de l’expression de la
série génératrice. On s’intéresse non pas au paramètrecα(w) mais au paramètre|w|αcα(w) qui
tient compte du nombre d’occurrences|w|α du symboleaα dansw. Supposons que nous ayons
la série génératrice ordinaire d’un paramètreδ sur le langageL,

f(z, u, x1, . . . , xr) =
∑

w∈L

uδ(w)z|w|x
|w|1
1 · · ·x|w|r

r ,

la SGOdu paramètre|w|αδ(w) est

xα
∂

∂xα
f(z, u, x1, . . . , xr).

On peut alors utiliser les propositions 6.6 et 6.4 pour obtenir les espérances voulues en sommant
pour l’ensemble des lettres de l’alphabet. Ceci termine la preuve de la proposition.

6.4 L’algorithme Quicksort avec des clés égales

Il peut être judicieux de prendre en compte dans l’algorithme de tri Quicksort le fait qu’il puisse y
avoir des clés égales. Du fait du lien très étroit entre l’algorithme et un arbre binaire de recherche
qui suit le processus de partitionnement.

L’algorithme Quicksort, introduit par C. A. R. Hoare en 1960[52], est actuellement reconnu
comme la procédure de tri à usage général le plus performant en informatique. L’algorithme pos-
sède une riche histoire : beaucoup de modifications ont été proposées afin d’améliorer les perfor-
mances (voir [90]), les analyses de complexité en temps et enespace ont été menées à bien pour
de nombreuses variantes.

Le modèle d’étude «classique» pour Quicksort est celui du modèle des permutations aléatoires,
un modèle où toutes les clés sont distinctes. En informatique il arrive fréquemment qu’on ait à
trier des données avec des répétitions. Plusieurs questions se posent :
– Quel est l’impact de ces répétitions sur l’algorithme? [89]
– Comment améliorer Quicksort pour prendre parti de ces répétitions ? [10, 9].
On a déjà parlé du principe de partitionnement avec clés égales dû à Bentley et McIlroy à la
section 5.3.4.
Les analyses font intervenir les mêmes constantes que celles de ce chapitre c.-à-d. pour des pro-
babilités d’apparition{pi} de symboles

∑

i<j

pipj

pi + · · · + pj
.

Cela semble relié de façon profonde au fait que les clés soient répétées. Cette thèse fournit une
approche symbolique pour de tels problèmes. Les preuves calculatoires (basées sur des calculs de
récurrences assez complexes) de [89, 14] mériteraient d’être revisitées sous ce nouveau jour.
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6.5 Analyse exacte des paramètres de tries

Nous montrons ici que les espérances des principaux paramètres, c.-à-d. la taille, la hauteur et
les longueurs de cheminement aussi bien pour les tries «standards» que les versions hybridées,
peuvent être exprimés comme des sommes où apparaissent les mesures d’intervalles fondamen-
taux.

6.5.1 Choix du modèle aléatoire

Les modèle de Poisson et Bernoulli ont été introduits au chapitre 5. Nous précisons ici les liens
qui les unissent et pourquoi notre analyse peut être conduite dans le modèle de Poisson, et de
quelle façon on peut revenir au modèle de Bernoulli.

Le modèle de Bernoulli considère une suite den chaînes infinies indépendantes produites par la
même source dynamique. Cette suite est de la formeM(X), de cardinaln, et est ainsi obtenue par
tirage aléatoire den pointsx1, x2, . . . , xn dans l’intervalleI, munie d’une fonction de densitéf
(F désigne la fonction de distribution associée). Le modèle deBernoulli à taille fixéen relatif à
une source dynamique probabilisée(S, F ) est noté par(Bn, S, F ).

Plutôt que de fixer le cardinaln de l’ensembleX , il s’avère techniquement préférable de consi-
dérer que la suiteX possède un nombre variableN d’éléments obéissant à une loi de Poisson de
paramètrez

Pr{N = k} = e−z z
k

k!
.

Ce modèle est appelé modèle de Poisson de paramètrez. Lorsqu’il est relatif à une source dy-
namique probabilisée(S, F ), il est noté(Pz, S, F ). Par définition, les espérances d’une variable
aléatoireY dans les modèles de Poisson et de Bernoulli sont reliés par

E[Y ;Pz, S, F ] = e−z
∞∑

n=0

E[Y ;Bn, S, F ]
zn

n!
. (6.7)

Une relation similaire permet de représenter les probabilités d’événements qui peuvent toujours
être décrits comme les espérances de variables indicatrices. L’intérêt du modèle de Poisson réside
dans la complète indépendance entre les événements survenant sur des intervalles disjoints de
I. En particulier, le nombre d’éléments qui tombe dans un intervalle de mesureu est lui-même
distribué comme une variable de Poisson de paramètrezu. Une telle propriété est vraie notamment
pour les intervalles fondamentaux associés à une source(S, F ), dont les mesuresuw sont données
dans l’équation (4.7).

La forte propriété d’indépendance du modèle de Poisson permet d’obtenir facilement les espé-
rances des paramètres de base. Il est alors nécessaire de revenir au modèle plus naturel de Ber-
noulli. Le processus qui permet de passer d’un modèle de Poisson à un modèle de Bernoulli est
appelé dépoissonisation. Plusieurs stratégies de dépoissonisation sont disponibles. Voici celles qui
sont utilisées dans cette thèse.
1. Dépoissonisation algébrique.Cette technique repose sur le fait que, grâce à l’équation (6.7),

une valeur moyenne dans le modèle de Poisson est, à un facteure−z près, la série génératrice
des espérances dans le modèle de Bernoulli

E[Y ;Bn, S, F ] = n! [zn] ez E[Y ;Pz, S, F ], (6.8)

où [zn]h(z) représente le coefficient dezn dans le développement deh(z) en 0. Cette technique
est la base de tous les résultats précis dans le modèle de Bernoulli : les théorèmes 6.15, 6.17
sont obtenus de cette façon comme la contrepartie des théorèmes 6.14, 6.16.
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2. Dépoissonisation asymptotique.Dans le modèle de Poisson,N est fortement concentré autour
de sa moyennez avec une grande probabilité, si bien que le paramètrez joue un rôle tout à fait
similaire à celui du paramètren dans le modèle de Bernoulli. Ces techniques seront présentées
plus en détail dans le chapitre qui s’intéresse à l’analyse asymptotique au chapitre 8.

6.5.2 Taille et longueur de cheminement

La forme de la récurrence (5.5), la forme des probabilités à chaque nœud (5.4), et les expressions
obtenues dans la proposition 6.8 permettent de dérouler la formule récursive (5.3). En consé-
quence, les espérances des quatre paramètres additifsδS , δA, δB et δL peuvent être exprimées à
l’aide des mesures fondamentales.

THÉORÈME6.14. (ESPÉRANCES DES PARAMÈTRES ADDITIFS DANS LE MODÈLE DEPOIS-
SON). Soit (S, F ) une source dynamique probabilisée etPz le modèle de Poisson de paramètre
z. Alors les espérances dans le modèle(Pz , S, F ) des paramètres de coût relatifs à la taille d’un
trie, à la longueur de cheminement d’un trie-tableau, à la longueur de cheminement d’un trie-liste
(avec des listes ordonnées) et à la longueur de cheminement d’un trie-abr sont

Ŝ(z) =
∑

w∈M∗

[
1 − (1 + zuw)e−zuw

]
,

P̂A(z) =
∑

w∈M∗

zuw

[
1 − e−zuw

]

P̂L(z) =
∑

w∈M∗

∑

i∈M

z Uw·[>i](1 − e−zuw·i)

P̂B(z) = 2
∑

w∈M∗

∑

(i,j)∈M2

i<j

uw·iuw·j

U2
w·[i,j]

[
e−zU

w·[i,j] − 1 + zUw·[i,j]

]
,

oùUw·[i,j] =
∑j

k=i uw·k, etUw·[>j] =
∑

k>j uw·k.

Nous pouvons maintenant revenir au modèle de Bernoulli grâce aux principes généraux de «dé-
poissonisation algébrique» résumés dans (6.7) et (6.8) quitraduisent la traduction formelle pour
passer des espérances dans le modèle de Poisson à celles dansle modèle de Bernoulli :

e−az 7→ (1 − a)n, ze−az 7→ n(1 − a)n−1.

Ainsi les espérances des quatre paramètres additifs dans lemodèle de Bernoulli(Bn, S, F )
peuvent également s’exprimer uniquement en termes de mesures fondamentales. Nous rappelons
ici que les deux premiers résultats ont déjà été établis au chapitre 5.

THÉORÈME6.15. (ESPÉRANCES DES PARAMÈTRES ADDITIFS DANS LE MODÈLE DEBER-
NOULLI ). Soit (Bn, S, F ) le modèle de Bernoulli associé à un nombre fixén de mots émis in-
dépendamment par une source dynamique probabilisée(S, F ). Alors les espérances pour la taille
d’un trie, la longueur de cheminement d’un trie-tableau, lalongueur de cheminement d’un trie-



6.5. Analyse exacte des paramètres de tries 100

liste (avec des listes ordonnées) et la longueur de cheminement d’un trie-abr sont

S(n) =
∑

w∈M∗

[
1 − (1 + (n− 1)uw) (1 − uw)

n−1
]

PA(n) =
∑

w∈M∗

nuw[1 − (1 − uw)n−1]

PL(n) =
∑

w∈M∗

∑

i∈M

nUw·[>i](1 − (1 − uw·i)
n−1)

PB(n) = 2
∑

w∈M∗

∑

(i,j)∈M2

i<j

uw·iuw·j

U2
w·[i,j]

[
(1 − Uw·[i,j])

n − 1 + nUw·[i,j]

]
,

oùUw·[i,j] =
∑j

k=i uw·k etUw·[>j] =
∑

k>j uw·k comme auparavant.

6.5.3 Hauteur de la structure de trie

Considérons un trie classique (ou de façon équivalente sa version hybridée avec des tableaux)
produit par une source dynamique probabilisée(S, F ) dans le modèle de Poisson(Pz , S, F ). Un
tel trie à une hauteur inférieure ou égale àk si aucun intervalle fondamental de profondeurk ne
contient plus d’un mot. La probabilité de cet événement est calculée grâce aux fortes proprié-
tés d’indépendance qu’assurent le modèle de Poisson. À partir de là, on a facilement la valeur
moyenne.
Nous rappelons ici des résultats du chapitre 5.

THÉORÈME6.16 (HAUTEUR DANS LE MODÈLE DEPOISSON). La distribution de la hauteur
d’un trie dans le modèle de Poisson(Pz, S, F ) est donnée par

πk(z) := Pr[h ≤ k] =
∏

|w|=k

(1 + zuw)e−zuw = e−z
∏

|w|=k

(1 + zuw)

et l’espérance de la hauteur est

Ĥ(z) = E[h;Pz, S, F ] =

∞∑

k=0

[1 − πk(z)] .

Les formules correspondantes dans le modèle de Bernoulli sont obtenues au moyen des principes
de «dépoissonisation algébrique» (6.7), (6.8).

THÉORÈME6.17 (HAUTEUR DANS LE MODÈLE DEBERNOULLI). Soit πk,n la probabilité
qu’un trie construit sur unn-uplet de mots aient une hauteur inférieure ou égale àk dans e
modèle de Bernoulli(Bn, S, F ). La fonction génératrice exponentielle desπk,n satisfait

Πk(z) :=
∑

n

πk,n
zn

n!
=
∏

|w|=k

(1 + zuw) ,

est l’espérance correspondante est

E[h;Bn, S, F ] = n![zn]
∞∑

k=0



ez −
∏

|w|=k

(1 + zuw)



 .
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6.5.4 Séries de Dirichlet associées aux paramètres de trie

Les espérances dans le modèle de Poisson et dans le modèle de Bernoulli se conforment au para-
digme des sommes harmoniques de la forme

F (z) =
∑

k∈K

λkf(µkz),

où les quantités{λk}, {µk} sont appelées amplitudes et fréquences et la fonctionf est la fonction
de base. L’analyse asymptotique de telles sommes met en jeu classiquement la transformée de
Mellin (déjà rencontrée dans la section 8.1). Ainsi la position et la nature des pôles de la série de
Dirichlet associée

Λ(s) :=
∑

k∈K

λkµ
s
k

constituent l’objet principal d’étude pour obtenir le comportement asymptotique.

Cette approche conduit à considérer plusieurs séries de Dirichlet d’intervalles fondamentaux.

PROPOSITION6.18 (SÉRIES DEDIRICHLET DE MESURES FONDAMENTALES). Dans le modèle
de Poisson, trois séries de Dirichlet apparaissent pour lestries-tableau, les tries-liste et les tries-
ABR

Λ〈A〉(F, s) =
∑

w∈M∗

us
w
, Λ〈L〉(F, s) =

∑

w∈M∗

∑

i∈M

Uw·[>i] u
s−1
w·i , (6.9)

Λ〈B〉(F, s) = 2
∑

w∈M∗

∑

(i,j)∈M2

i<j

uw·i uw·j U
s−2
w·[i,j]. (6.10)

Des formules modifiées peuvent être trouvées dans le modèle de Bernoulli, mais elles ne sont pas
directes comme dans le modèle de Poisson. Nous reviendrons sur ce point purement technique au
chapitre 8.
Contrairement au cas des paramètres additifs, la quantité exprimant la distribution de probabilité
de la hauteur n’est pas une somme harmonique. Cependant, sonlogarithme l’est,

log πk(z) = −
∑

|w|=k

zuw log(1 + zuw),

et la série de Dirichlet associée est

Λ
〈A〉
k (F, s) =

∑

w∈Mk

us
w

(6.11)

correspondant aux branches de profondeurk.

L’analyse nécessite alors d’étudier les séries de Dirichlet de mesures fondamentales afin d’obtenir
les valeurs moyennes asymptotiques des paramètres. Il fautdonc préciser la position des pôles des
séries de Dirichlet définies dans les équations (6.9) et (6.10) et aussi déterminer le comportement
de la famille de séries de Dirichlet (lorsquek varie) défini dans (6.11). Cela sera fait au moyen
de généralisations d’opérateurs de Ruelle qui joueront le rôle «d’opérateurs générateurs» pour les
intervalles fondamentaux.
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Ce chapitre explore en détail l’aspect le plus innovant de cette thèse. On pratique afin de pou-
voir étudier les séries de Dirichlet des sections précédentes une excursion originale vers l’analyse
fonctionnelle. Lesopérateurs générateursvont en effet créer le lien entre les sources du cha-
pitre 4 et les séries de Dirichlet du paragraphe précédent. Tout d’abord les propriétés algébriques
de ces opérateurs sont présentées. Les multiples séries de Dirichlet à traiter nécessitent l’introduc-
tion d’une généralisation de l’opérateur de Ruelle (les opérateurs multisécants) qui on un pouvoir
d’expressivité plus grand. Ensuite, les propriétés d’analyse fonctionnelle de ces opérateurs sont
examinées. En particulier il faut montrer que les généralisations considérées étendent de façon ap-
propriée l’opérateur de Ruelle de base. Ces opérateurs obéissent tous à une propriété de positivité
de type Perron-Frobenius et possèdent donc des objets spectraux dominants. Ce chapitre propose
une étude assez fine de ces comportements dominants. Le prochain chapitre (Chapitre 8) utili-
sera les résultats établis ici sur les propriétés spectrales dominantes pour mener à bien l’analyse
asymptotique.

102



7.1. Opérateurs générateurs : propriétés formelles (algébriques) 103

7.1 Opérateurs générateurs : propriétés formelles (algé-
briques)

Cette section débute par la notion de transformateur de densité (section 7.1.1). Cet opérateur
s’étend en un opérateur de transfert grâce à l’introductiond’un paramètre complexes supplémen-
taire (section 7.1.2). Nous proposons alors une classe d’opérateurs de Ruelle généralisés, les opé-
rateurs multi-sécants (section 7.1.3), où les dérivées apparaissant dans les opérateurs de transfert
sont remplacées par des fonctions sécantes. L’opérateur agit dès lors sur des fonctions multiva-
riées. Les opérateurs construits sur des multi-sécantes permettent d’exprimer un grand nombre
de séries de Dirichlet d’intervalles fondamentaux, tout particulièrement celles qui apparaissent au
cours de l’analyse des paramètres des tries (sections 7.1.5, 7.1.6).

7.1.1 Transformateurs de densité.

Il y a une relation directe entre la dynamique de la sourceS, les réponses aux principales ques-
tions soulevées dans la section 6.5.4, et les propriétés spectrales d’un opérateur transformant les
fonctions de distribution de probabilité. L’ingrédient debase, qui a été étudié dans la théorie des
systèmes dynamiques, est la classe desopérateurs de transfert[5, 87]. Dans sa forme la plus
simple, l’opérateur de transfert associé à un système dynamique de base est «le transformateur de
densité»,

G[f ](x) :=
∑

i∈M

|h′i(x)| f ◦ hi(x).

Le terme le désignant provient de ses propriétés évidentes :si X est une variable aléatoire avec
une fonction de densitéf , alors la densité deT (X) estG[f ]. En d’autres termes, l’opérateurG
décrit une étape du processus lié à la source. L’opérateur composante correspondant auie terme
est notéG[i] ; il est défini par

G[i][f ](x) := |h′i(x)| f ◦ hi(x). (7.1)

Ainsi on a

G =
∑

i∈M

G[i]. (7.2)

De la même façon, un «transformateur de densité» associé à unsystème dynamique de Markov
peut être défini. Il y a maintenantr fonctions de densité(f1, f2, . . . , fr) qui correspondent à des
«densités conditionnelles» :fj(x) est la fonction de densité au pointx quand le dernier symbole
émis estj. Partant d’une densité initialef , et, après une itération de la fonction de décalage
associée au système initialS0, on obtient

fj(x) = |h′j|0(x)| f ◦ hj|0(x).

Plus généralement, la suite de densités conditionnelles(f1, f2, . . . , fr) à une étape de processus, et
la suite de densités conditionnelles à l’étape suivante(g1, g2, . . . , gr) sont reliées par une matrice
d’opérateursG qui est construite d’après les transformateurs de densitéGj associés à chaque
système dynamiqueSj . Le transformateur de densitéGj associé àSj agit surfj

Gj [fj](x) :=
∑

i∈M

|h′i|j(x)| fj ◦ hi|j(x).
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Chaque terme de la somme précédente définit un opérateur qui sera notéG[i|j],

G[i|j][f ](x) := |h′i|j(x)| f ◦ hi|j(x), (7.3)

et chaque termeG[i|j][fj] représente la «part» de la nouvelle densitégi qui «provient» de la den-
sité fj. Nous considérons maintenant la matrice àr lignes etr colonnesG dont le coefficient
général estG[i|j]. Il s’agit de la matrice

G =
(
G[i|j]

)
, (7.4)

(i est l’indice pour la ligne, etj l’indice pour la colonne). Cette matriceG est en fait le transfor-
mateur de densité, puisqu’elle transforme la suite de densités conditionnelles(f1, f2, . . . , fr) à
une étape donnée du processus itératif, en la suite de densités conditionnelles(g1, g2, . . . , gr) à
l’étape suivante :




g1
g2
...
gr


 =

(
G[i|j]

)




f1
f2
...
fr


 .

7.1.2 Opérateurs de Ruelle classiques

Dans tous les cas, que ce soit pour un système dynamique de base ou markovien, il s’avère ex-
trêmement utile de travailler avec des opérateurs plus généraux, appelésopérateurs de Ruelle.
Chaque opérateur composante dans (7.1) ou (7.3) dépend maintenant d’un paramètre complexes
qui s’interprète dans le cadre de la physique statistique comme latempérature. Cet opérateur est
défini à l’aide de l’extension analytiquẽhi de |h′i|. Les nouveaux opérateurs composantes sont
notés respectivementGs,[i] etGs,[i|j]

Gs,[i][f ](z) := h̃i(z)
s f ◦ hi(z) (7.5)

Gs,[i|j][f ](z) := h̃i|j(z)
s f ◦ hi|j(z). (7.6)

De même que dans (7.2) ou (7.4), les opérateurs de Ruelle sontmaintenant définis par

Gs =

r∑

i=1

Gs,[i], Gs :=
(
Gs,[i|j]

)
(7.7)

dans le cas de base et dans le cas markovien. La dynamique du processus esta priori décrite pour
une valeur du paramètres = 1 (i.e.,G = G1), mais beaucoup d’autres propriétés sont reliées à des
valeurs complexes des différentes de 1.

7.1.3 Opérateurs de Ruelle généralisés

Dans [100, 102], Brigitte Vallée a introduit un nouvel outil, l’opérateur de Ruelle généralisé, utili-
sant dessécantesde branches inverses plutôt que destangentes|h′(z)|. L’objet de notre étude, les
tries, nous incite à construire une généralisation plus large encore qui utilise desmulti-sécantes.
En effet, on s’intéresse à des séries de Dirichlet d’intervalles fondamentaux, et on verra que ces
opérateurs permettent en quelque sorte de les «engendrer».L’opérateur hyper-généralisé obtenu,
Gs, agit alors sur un espace de fonctions dem variables complexes. Cet opérateur constitue alors
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une extension de degrém de l’opérateur de Ruelle. Dans cette thèse, nous aurons besoin d’exten-
sions de degrésm = 1, 2, 3 ou4.

Il y a deux façons d’étendre une branche inverseh en une fonction dem variables. La première,
qui ne dépend que du degrém de l’extension, est

Vm[h](x1, . . . , xm) = (h(x1), . . . , h(xm)).

La seconde, notéeHs[h], doit satisfaire les trois propriétés suivantes,
(i) Hs étend la fonction tangentẽh(z)s et sa restriction sur la diagonale coïncide avec la fonction

tangente

Hs[h](x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m fois

) = h̃s(x) pour toutm ≥ 1.

(ii) Hs est multiplicative1 dans le sens suivant

Hs[h ◦ g](x1, x2, . . . , xm) = Hs[h] (g(x1), g(x2), . . . , g(xm)) ×Hs[g](x1, x2, . . . , xm).

(iii) Lorsque le paramètres et les pointsxi sont tous réels,Hs est positive

Hs[h](x1, x2, . . . , xm) > 0.

Certains exemples de telles fonctionsHs sont particulièrement importantes pour notre analyse : ce
sont les applications que nous appelons multi-sécantes définies à partir d’un ensemble de fonctions
affiness 7→ di,j(s)

Hs[h](x1, . . . , xm) :=
∏

1≤i,j≤m

∣∣∣∣
h(xi) − h(xj)

xi − xj

∣∣∣∣
di,j(s)

avec
∑

1≤i,j≤m

di,j(s) = s. (7.8)

Cette définition étend la notion de fonction sécanteG(u, v) d’une fonctiong(x) définie par

G(u, v) :=
∣∣∣ g(u)−g(v)

u−v

∣∣∣. Les propriétés(i), (ii), (iii) sont alors clairement vérifiées par les multi-

sécantes ainsi définies.

Chaque opérateur composante dans (7.5) ou (7.6) est maintenant défini grâce à l’extension ana-
lytique H̃s[hi] de la multi-sécanteHs[hi] relative à la branche inversehi. Ces nouveaux opé-
rateurs composantes sont notésGs,[i] ou Gs,[i|j] respectivement et agissent maintenant sur des
fonctionsF dem variables complexes de la façon suivante

Gs,[i][F ] := H̃s[hi] F ◦ Vm[hi], Gs,[i|j][F ] := H̃s[hi|j ] F ◦ Vm[hi|j ].

De manière analogue à (7.7), les opérateurs de Ruelle généralisés sont définis par

Gs :=

r∑

i=1

Gs,[i], Gs :=
(
Gs,[i|j]

)

respectivement dans le cas de base et dans le cas markovien.
1On peut encore écrire plus succinctement cette propriété demultiplicativité grâce à la notationVm[h] (introduite

ci-dessus)

Hs[h ◦ g] = Hs[h] ◦ Vm[g] × Hs[g].
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Ces généralisations de l’opérateur de Ruelle constituent effectivement des extensions de l’opé-
rateur de Ruelle classique dans le sens suivant : Sif est la fonction diagonale deF , i.e.,
f(u) := F (u, . . . , u) (m fois), la relation suivante est vraie sur la diagonalex1 = · · · = xm = u

Gs[F ](u, . . . , u︸ ︷︷ ︸
m fois

) = Gs[f ](u). (7.9)

Le cas de la dimensionm = 1 correspond exactement à l’opérateur classique de RuelleGs.

7.1.4 Les trois opérateurs généralisés relatifs aux tries

D’après la section 6.5.4 et les équations (6.9), (6.10), (6.11), les séries de Dirichlet émergeant de
l’analyse des tries sont

Λ〈A〉(F, s) =
∑

w∈M∗

us
w
, Λ

〈A〉
k (F, s) =

∑

w∈Mk

us
w

Λ〈B〉(F, s) = 2
∑

w∈M∗

∑

(i,j)∈M2

i<j

uw·i uw·j U
s−2
w·[i,j],

Λ〈L〉(F, s) =
∑

w∈M∗

∑

i∈M

Uw·[>i] u
s−1
w·i .

Les deux premières séries correspondent aux séries de mesures fondamentales définies dans la
section 4 et elles jouent d’ores et déjà un rôle central dans un grand nombre d’analyses portant sur
des problèmes liés à des préfixes de mots ; voir [102].

Chaque terme de la série de Dirichlet nécessite dans les deuxpremières séries (qui font intervenir
le même opérateur) deux points, qui sont les extrémités de l’intervalle fondamental, trois points
dans le cas des tries-liste ou quatre points dans le cas des tries-abr. En conséquence, les opérateurs
de Ruelle agissent sur des fonctions de deux variables (m = 2), dans le premier cas, de trois
variables (m = 3) ou de quatre variables (m = 4) pour les cas des tries hybrides. Nous les
noterons respectivementG

〈A〉
s , G

〈L〉
s etG〈B〉

s .

La proposition suivante (qui tient plus de la définition en fait) explicite les opérateurs généralisés
qui seront utilisés dans la suite pour engendrer les intervalles fondamentaux.

PROPOSITION7.1 (OPÉRATEURS GÉNÉRALISÉS POUR LES TRIES). Les opérateurs généralisés
utilisés pour les triesG〈A〉

s , G
〈L〉
s ,G〈B〉

s sont définis à l’aide des multi-sécantes

H〈A〉
s [h](x1, x2) =

∣∣∣∣
h(x1) − h(x2)

x1 − x2

∣∣∣∣
s

(7.10)

H〈L〉
s [h](x1, x2, x3) =

∣∣∣∣
h(x2) − h(x3)

x2 − x3

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
h(x1) − h(x2)

x1 − x2

∣∣∣∣
s−1

(7.11)

H〈B〉
s [h](x1, x2, x3, x4) =

∣∣∣∣
h(x1) − h(x2)

x1 − x2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
h(x3) − h(x4)

x3 − x4

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
h(x1) − h(x4)

x1 − x4

∣∣∣∣
s−2

. (7.12)

Ainsi L’opérateurG〈A〉
s appliqué à une fonctionF au point(x1, x2) s’écrit

G〈A〉
s [F ](x1, x2) =

∑

i∈M

∣∣∣∣
hi(x1) − hi(x2)

x1 − x2

∣∣∣∣
s

F (hi(x1), hi(x2)).
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Les opérateurs associés dans le cas des tries hybrides sont

G〈B〉
s [F ] =

∑

i∈M

H〈B〉
s [hi] F ◦ V4[hi], G〈L〉

s [F ] =
∑

i∈M

H〈L〉
s [hi] F ◦ V3[hi].

Ces opérateurs sont définis en calquant leur structure sur lasérie des mesures d’intervalles fon-
damentaux mis en jeu. C’est l’objet des deux parties qui suivent d’expliciter le lien entre ces
opérateurs et les séries. Nous allons montrer comment les opérateursGs engendrent toutes les
branches inverseshw de profondeur quelconque, d’abord dans le cas d’un système dynamique de
base (Partie 7.1.5), puis dans le cas markovien (Partie 7.1.6).

7.1.5 Séries de Dirichlet : cas de base

Du fait de la propriété de multiplicativité(ii), le ke itéré deGs fait intervenir toutes les branches
inverseshw de profondeurk,

Gk
s [F ] =

∑

w∈Mk

H̃s[hw] F ◦ Vm[hw], (7.13)

où la fonctionH̃s[hw] est l’extension analytique de la multi-sécanteHs[hw].
De même, le quasi-inverse(I − Gs)

−1, défini comme la somme formelle de tous les itérés de
l’opérateur, représente alorstoutesles itérations possibles de l’opérateurGs, et s’exprime sous la
forme d’une somme sur toutes les branches inverses

(I − Gs)
−1[F ] =

∑

w∈M∗

H̃s[hw] F ◦ Vm[hw].

Elles sont engendrées par l’extension de degrém = 2 de l’opérateur utilisant la «vraie» sécante
définie en (7.10). appliquée à la fonctionL〈A〉

s := H
〈A〉
s [F ] qui est la sécante de la distribution

initiale F . Plus précisément, on a

PROPOSITION7.2. (SÉRIE DE DIRICHLET DES MESURES FONDAMENTALES, CAS DE BASE).
Les séries de Dirichlet pour les mesures fondamentales respectivement de profondeurk et de
profondeur quelconque s’expriment à l’aide de l’opérateurG

〈A〉
s

Λ
〈A〉
k (F, s) :=

∑

w∈Mk

us
w

=
(
G〈A〉

s

)k

[L〈A〉
s ](0, 1), (7.14)

Λ〈A〉(F, s) :=
∑

w∈M∗

us
w

= (I − G〈A〉
s )−1[L〈A〉

s ](0, 1).

Preuve. Il suffit de remarquer que

uw = |F (hw(0)) − F (hw(1))|s.

Les deux autres séries,Λ〈L〉, Λ〈B〉, correspondent aux tries hybrides. Contrairement au cas pré-
cédent, l’ordre des symboles devient important puisque l’on considère alors à la fois un intervalle
fondamental et ses subdivisions. En effet, l’ordre sur les symboles de l’alphabet, qui permet d’ob-
tenir un ordre lexicographique sur les mots, ne coïncide pasnécessairement avec l’ordre naturel
sur la partition (topologique){Im}. Nous supposons ici que ces ordres sont «compatibles», c.-à-d.
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I1 I2I3
0
0

1

1

(i) Application de décalageT

I1 I2I3
0
0

1

1

2

3

(ii) Application de codageσ

FIG. 7.1 – Exemple de mécanisme de source sans mémoire associée aux probabilités(1
6 ,

1
3 ,

1
2 )

illustrant le cas où la partition topologique{Im} n’est pas ordonnée.

qu’ils sont soit les mêmes, soit inverse l’un de l’autre. Ainsi, la fonction de codageσ est soit crois-
sante, soit décroissante et la réunion de tout sous-ensemble d’intervalles fondamentaux (de même
hauteur) correspondant à des branches successives constitue bien un intervalle. Un exemple de
mécanisme de source pour lesquels on ne peut pas engendrerΛ〈L〉 et Λ〈B〉 grâce aux opérateurs
qui vont être introduits ici, est représenté sur la figure 7.1.

Les fonctions particulières utilisées pour engendrer les séries de Dirichlet sont les multi-sécantes
de la distribution initialeF ,

L〈L〉
s = H〈L〉

s [F ], L〈B〉
s = H〈B〉

s [F ],

oùH〈B〉
s etH〈L〉 sont définis dans les équations (7.11) et (7.12).

Cas du codage croissant.Supposons dans un premier temps que le codage soit croissant(σ est
croissante). Nous introduisons pour une branche inversehw la notation

(h−
w
, h+

w
) = (inf(hw(0), hw(1)), sup(hw(0), hw(1))).

de telle sorte que l’intervalle fondamentalIw a pour extrémitésh−
w

et h+
w

. La mesure de l’in-
tervalle fondamental (appelée mesure fondamentale) estuw = |F (h−

w
) − F (h+

w
)| où F est la

fonction de distribution initiale.
On a pour les branches inverses de profondeur 1 (avec un alphabet fini pour l’instant2),

0 = h−1 < h+
1 = h−2 < h+

2 = h−3 < · · · < h+
r−1 = h−r < h+

r = 1 (7.15)

puisque les intervallesIm sont en ordre croissant. On a également

uw·i = |F ◦ hw(h−i ) − F ◦ hw(h+
i )| etUw·[i,j] = |F ◦ hw(h−i ) − F ◦ hw(h+

j )|.
2Le cas de l’alphabet fini est aisément transposable au cas de l’alphabet infini en écrivant formellementr = ∞ dans

les formules finales et en posanth+
∞ = 1.
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L’opérateur du trie-abr s’exprime en fonction des opérateurs composantes

G
〈B〉
s,[w][L

〈B〉
s ](x1, x2, x3, x4) = H〈B〉

s [hw](x1, x2, x3, x4) × L〈B〉
s ◦ V4[hw](x1, x2, x3, x4)

=

∣∣∣∣
F ◦ hw(x1) − F ◦ hw(x2)

x1 − x2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
F ◦ hw(x3) − F ◦ hw(x4)

x3 − x4

∣∣∣∣
∣∣∣∣
F ◦ hw(x1) − F ◦ hw(x4)

x1 − x4

∣∣∣∣
s−2

.

Ainsi un terme de la série de DirichletΛ〈B〉(F, s) s’écrit

uw·i uw·j U
s−2
w·[i,j] = u⋆

iu
⋆
jU

⋆
[i,j]

s−2
G

〈B〉
s,[w][L

〈B〉
s ](h−i , h

+
i , h

−
j , h

+
j ),

oùu⋆
i = |h−i − h+

i |, u⋆
j = |h−j − h+

j |, U⋆
[i,j] = |h−i − h+

j | font référence aux mesures canoniques
des intervalles fondamentaux de profondeur 1.

Cas du codage décroissant.Il suffit d’adapter ce qui précède en tenant compte du fait queles
intervalles disjointsIm sont ordonnés de façon décroissante sur[0, 1]. Les formules précédentes
restent valides si l’on définit symétriquement

(h−, h+) = (sup(h(0), h(1)), inf(h(0), h(1))).

On a l’analogue de l’équation (7.15)

1 = h−1 > h+
1 = h−2 > h+

2 = h−3 > · · · > h+
r−1 = h−r > h+

r = 0.

Avec cette définition de(h−, h+) les expressions des séries de Dirichlet sont alors exactement les
mêmes que dans le cas du codage croissant.
Finalement, en définissant le couple(h−, h+) comme

(h−, h+) =

{
(inf(h(0), h(1)), sup(h(0), h(1))) si le codageσ est croissant,

(sup(h(0), h(1)), inf(h(0), h(1))) si le codageσ est décroissant,
(7.16)

on obtient une seule et unique formule pour la mesureUw·[i,j] = |F ◦ hw(h−i ) − F ◦ hw(h+
j )|

(voir la figure 7.2 pour une vision plus intuitive de ce fait) ce qui permet d’établir la proposition
suivante.

PROPOSITION7.3. (EXPRESSION DES SÉRIES DEDIRICHLET POUR LES TRIES HYBRIDES,
CAS DE BASE). Prenant la notation (7.16), pour une source(S, F ) avec un codageσ monotone,
les séries de Dirichlet s’expriment sous la forme

Λ〈B〉(F, s) = 2
∑

(i,j)∈M2

i<j

u⋆
i u

⋆
jU

⋆
[i,j]

s−2(I − G〈B〉
s )−1[L〈B〉

s ](h−i , h
+
i , h

−
j , h

+
j ), (7.17)

Λ〈L〉(F, s) =
∑

i∈M

u⋆
i
s−1 U⋆

[>i](I − G〈L〉
s )−1[L〈L〉

s ](h−i , h
+
i , hr+), (7.18)

où dans le cas de l’alphabet infini, on remplace formellementr = ∞. Que le cardinal de l’al-
phabetr soit fini ou non,h+

r vaut 1 ou 0 selon que le codage est croissant ou décroissant. Les
quantitésu⋆

i = |h−i − h+
i |, U⋆

[>i] = |h+
i − h+

r | etU⋆
[i,j] = |h−i − h+

j | font référence aux mesures
canoniques des intervalles fondamentaux de profondeur 1.
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sante

Ii
Ij

I
w·i

I
w·j

I
w·[i,j]

· · · · · ·· · ·

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

0

1

1 x

h

h(0)

h(1)

h(h
−
i

)

h(h
+
i

)

h(h
−
j

)

h(h
+
j

)

h
−
i

h
+
i

h
−
j

h
+
j

(iii) Codageσ croissant & branche inverseh décrois-
sante
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(iv) Codageσ décroissant & branche inverseh décrois-
sante

FIG. 7.2 – Les quatre configurations possibles par rapport au sens de variation de la branche
inverseh considérée (associée au préfixew) et par rapport au sens du codage pour le calcul de
l’intervalle Iw·[i,j].
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7.1.6 Séries de Dirichlet : cas markovien

Dans le cas markovien, le coefficient(i, j) de lake itérée de la matriceGs met en jeu toutes les
branchesh relatives aux motsw = (m1, . . . ,mk) qui commencent parj (m1 = j) et finissent
pari (mk = i).

Pour les séries de Dirichlet liées aux tries-tableau, nous désirons engendrer toutes les branches
inverses de profondeurk. Nous considérons dans un premier temps l’opérateurMs correspondant
au système dynamique initialS0

Ms[F ] :=




Gs,[1|0]

Gs,[2|0]

...
Gs,[i|0]

...
Gs,[r|0]




[F ].

Si e désigne le vecteur unité de dimensionr, i.e., te = (1, 1, . . . 1) (r fois), alorste Ms désigne
l’opérateur de Ruelle généralisé associé à la sourceS0. Pourk ≥ 1, les opérateurste Gk−1

s Ms

engendrent toutes les branches inverses de profondeurk et nous obtenons l’analogue de (7.13)

te Gk−1
s Ms [F ] =

∑

w∈Mk

H̃s[hw] F ◦ Vm[hw],

[
I + te (I − Gs)

−1
Ms

]
[F ] =

∑

w∈M∗

H̃s[hw] F ◦ Vm[hw].

Les formules pour les séries de Dirichlet associées aux mesures fondamentales sont rassemblées
dans la proposition suivante

PROPOSITION7.4. (SÉRIE DE DIRICHLET DES MESURES FONDAMENTALES, CAS MARKO-
VIEN). Les séries de Dirichlet pour les mesures fondamentales respectivement de profondeurk et
de profondeur quelconque s’expriment à l’aide des opérateurs G

〈A〉
s etMs

Λ〈A〉(F, s) =

[
I + te

(
I − G〈A〉

s

)−1

Ms

]
[L〈A〉

s ](0, 1), (7.19)

Λ
〈A〉
k (F, s) = te

(
G〈A〉

s

)k−1

Ms [L〈A〉
s ](0, 1) (7.20)

De même, sieℓ est leℓe vecteur de la base canonique, l’opérateur

teℓ Gk−1
s Ms

engendre toutes les branches inverses de profondeurk relatives aux préfixesw qui finissent par
le symboleℓ. Reprenant la notation (7.16), on définit(h+

i|ℓ, h
−
i|ℓ) selon que le codageσℓ relatif au

système dynamiqueSℓ est croissant ou non. On voit apparaître dans les expressions des séries de
Dirichlet associées aux tries-liste et tries-abr les mesures fondamentales canoniques étendues au
cas markovien

u⋆
i|ℓ := |h−i|ℓ − h+

i|ℓ|,

et, de façon cohérente avec les notations précédentes, nousposonsU⋆
[i,j]|ℓ =

∑j
k=i u

⋆
k|ℓ et

U⋆
[>i]|ℓ =

∑
k>i u

⋆
k|ℓ.
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PROPOSITION7.5. (EXPRESSION DES SÉRIES DEDIRICHLET POUR LES TRIES HYBRIDES,
CAS MARKOVIEN). Prenant la notation (7.16), pour une source(S, F ) avec un codageσ mo-
notone, les séries de Dirichlet s’expriment sous la forme

Λ〈B〉(F, s) = 2
∑

ℓ,i,j
i<j

u⋆
i|ℓu

⋆
j|ℓU

⋆
[i,j]|ℓ

s−2

[
I + teℓ

(
I − G〈B〉

s

)−1

Ms

]
(7.21)

[L〈B〉
s ](h−i|ℓ, h

+
i|ℓ, h

−
j|ℓ, h

+
j|ℓ),

Λ〈L〉(F, s) =
∑

ℓ,i

U⋆
[>i]|ℓu

⋆
i|ℓ

[
I + teℓ

(
I − G〈L〉

s

)−1

Ms

]
(7.22)

[L〈L〉
s ](h−i|ℓ, h

+
i|ℓ, h

+
r|ℓ).

En conclusion, comme dans le cas de base, les séries de Dirichlet concernées pour les tries font in-
tervenir trois opérateurs de Ruelle généralisés (qui sont maintenant matriciels)G〈A〉

s , G〈L〉
s , G

〈B〉
s ,

plus l’opérateur (également matriciel) correspondant au système dynamique initialMs.

L’étude de ces séries de Dirichlet (position et nature des pôles) est étroitement liée aux propriétés
spectrales des opérateurs de Ruelle (généralisés) qui les engendrent. Pour l’étude de la hauteur, le
comportement asymptotique deΛ〈A〉

k (lorsquek tend vers l’infini) est relié aux propriétés spec-

trales dominantes de l’opérateur de RuelleG
〈A〉
s . La taille et la longueur de cheminement fnt inter-

venir des quasi-inverses(I−Gs)
−1 de différents opérateurs de RuelleGs. L’analyse asymptotique

des différents paramètres nécessite une localisation précise des pôles de ces séries de Dirichlet.
De tels pôles proviennent de valeurs des pour lesquelles(I − Gs)

−1 est singulière, c’est à dire
des valeurs pour lesquelles1 est une valeur propre deGs. Ainsi, les pôles de la série de Dirichlet
sont aussi reliés aux propriétés spectrales des opérateursde transfert.

7.2 Opérateurs générateurs : propriétés d’analyse fonction-
nelle

Les opérateurs généralisés multisécants appartiennent à la catégorie des opérateurs nucléaires (dé-
finis dans la Section 7.2.1) et ont, en particulier, un spectre discret. De tels opérateurs, agissant
pourtant sur des espaces de dimension infinie, se comportenten bien des aspects comme des ma-
trices finies. Ainsi on peut définir la trace mais aussi le déterminant de Fredholm qui généralise le
polynôme caractéristique. Tout d’abord, nous introduisons les opérateurs de composition qui sont
les «briques» de base pour construire des opérateurs de transfert et ont un spectre précisément
connu (Section 7.2.2). Le spectre des opérateurs de transfert est alors déterminé grâce au spectre
de ces opérateurs de composition au moyen de formules de traces (Section 7.2.2). Les opérateurs
généralisés possèdent également de fortes propriétés de positivité de type Perron-Frobenius pour
des valeurs réelles du paramètres. Cette positivité entraîne l’existence de propriétés spectrales do-
minantes (Section 7.2.3) qui peuvent être reliées à l’entropie et à la probabilité de coïncidence de
la source (Section 7.2.3). La «propriété de quasi-puissance» donne des informations précieuses sur
les itérés de ces opérateurs (Section 7.2.3). D’autres propriétés peuvent être transférées aux séries
de Dirichlet des intervalles fondamentaux survenant dans le cadre de l’analyse des tries (Sec-
tions 7.2.4, 7.2.3, 7.2.5).
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7.2.1 Nucléarité, formule de trace et déterminant de Fredholm

La notion de nucléarité telle qu’elle a été introduite par Grothendieck [50, 51] est la suivante : Soit
B un espace de Banach etB⋆ son espace dual. Un opérateurM : B → B est nucléaire d’ordre 0
s’il admet la représentation

M[f ] =
∑

i∈I

µi e
⋆
i (f) ei pour toutf ∈ B,

avecei ∈ B, e⋆
i ∈ B⋆ tel que||ei|| = ||e⋆

i || = 1 et lesµi p-sommables pour toutp > 0 (i.e.,∑ |µi|p < +∞). L’algèbre matricielle peut en grande partie s’étendre à de tels opérateurs. En
particulier, la trace est définie par

Tr L =
∑

i∈I

µi e
⋆
i (ei), ou encore Tr L =

∑

i∈I

λi,

où lesλi sont les valeurs propres deL, comptées avec leurs multiplicités algébriques. Les traces
des itérés deL sont également bien définies, ainsi que l’analogue du polynôme caractéristique
appelé déterminant de Fredholm,

Tr Lk =
∑

i∈I

λk
i , F (L, u) := det(I − uL) :=

∏

i∈I

(1 − λiu), (7.23)

où lesλi sont les valeurs propres deL (en prenant en compte les multiplicités). Il existe une
relation importante entre le déterminant de Fredholm et lestraces des itérés,

det(I − uL) = exp

[
Tr log(I − uL)

]
= exp

[
−

∞∑

k=1

uk

k
Tr Lk

]
(7.24)

En effet, le logarithme de(I − L) pourL de norme inférieure à 1 est défini parlog(I − L) =∑
k≥0(−1)kLk/k. Ainsi, on obtient

Tr log(I − uL) = Tr(−
∞∑

k=1

uk

k
Lk) = −

∞∑

k=1

uk

k
Tr(Lk)

=

∞∑

k=1

uk

k

∑

i∈I

λk
i =

∑

i∈I

log(1 − uλi) = log det(I − uL).

Cette formule étend la formule de Jacobi en algèbre matricielle : log ◦ det = Tr ◦ log. Ces pro-
priétés donnent accès aux propriétés spectrales des opérateurs nucléaires d’ordre 0.

7.2.2 Spectre des opérateurs

Opérateurs de composition

On considère ici les opérateursGs,h relatifs à une branche inverse (cela recouvre le cas de base
avechi, le cas markovienhj|i mais c’est également valable pour toute branchehw). Chaque
opérateur composanteGs,h défini par

Gs,h[f ] := h̃s f ◦ h

est un opérateur dit de composition. Du fait que chaque branche h satisfait les propriétés de
contraction(d1) et (d2) de la définition 4.1, il existe un voisinageV de I = [0, 1] tel queh
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et |h′| se prolongent analytiquement surV ; h envoie la fermetureV deV dansV strictement ; il
existeδ < 1 pour lequel0 < |h̃(z)| ≤ δ pour toutz ∈ V .

Dès lors, l’opérateurGs,h agit sur l’espaceA∞(V) des fonctionsf qui sont holomorphes dans le
domaineV et sont continues sur la fermetureV . Muni de la norme sup

||f || = sup{|f(u)|; u ∈ V},

A∞(V) est un espace de Banach. De tels opérateurs ont été étudiés intensivement par plusieurs
auteurs (Schwartz [88], Shapiro et Taylor [92], Shapiro [91]).

Chaque brancheh satisfaisant les conditions(d1) et(d2) de la définition 4.1, l’opérateur généralisé
Gs,h agit sur l’espaceA∞(V) des fonctionsF qui sont holomorphes sur le domaineVm et sont
continues sur la fermetureVm

. Muni de la norme-sup

||F || = sup{|F (u1, u2, . . . , um)|; (u1, u2, . . . , um) ∈ Vm},

A∞(V) est un espace de Banach.

Tous les opérateurs de composition (étendus grâce à l’utilisation de multisécantes)Gs,h relatifs
à la même branche inverseh ont les mêmes valeurs propres. Cependant le degrém de l’exten-
sion considérée (le nombre de variables considéré des fonctions sur lesquelles on va appliquer
l’opérateur) détermine les multiplicités de ces valeurs propres.

PROPOSITION7.6.Soitα(h) = h̃(h) la valeur deh̃ au point fixeh deh et ǫ(h) le signe de la
dérivéeh′ surI. Le spectre de l’opérateurGs,h, extension de degrém, est alors formé des valeurs
propresµℓ, (ℓ ≥ 0),

µℓ := α(h)s[ǫ(h)α(h)]ℓ. (7.25)

Chaque valeur propreµℓ apparaît dans le spectreSpGs,h avec une multiplicité
(
ℓ+m−1

m−1

)
. Par

conséquent, la formule de trace pourGs,h donne

TrGs,h =
α(h)s

(1 − ǫ(h)α(h))
m .

Preuve.La preuve utilise un théorème de Mayer [74] et le généralise.Ici, la notationMulti [A]
désigne l’ensemble des multiensembles construit sur le multiensembleA. Plus précisément, pour
un multiensembleA = {a1, a2, a3, . . . , ar}, (où l’égalité entre les symbolesai est possible), on a
avec des notations empruntées aux langages réguliers et déjà introduites au chapitre 6

Multi [A] =
∏

1≤i≤r

a∗i .

THÉORÈME (MAYER). Soit Ω un ouvert deCm, et B∞(Ω) l’ensemble des fonctions qui sont
holomorphes surΩ et continues surΩ. SoitRφ l’opérateur défini surB∞(Ω) par Rφ[f ] :=
φ f ◦ ψ, oùφ ∈ B∞(Ω) etψ envoie strictementΩ dans lui-même. Le spectre deRφ est

Sp(Rφ) = φ(z) . Multi [Sp(ψ′(z)]

oùz est l’unique point fixe deψ dansΩ etψ′ est la différentielle deψ.
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Les opérateur composantesGs,h remplissent bien les conditions du théorème : leurs spectres sont
précisément déterminés. Il est à noter que dans le cadre de l’analyse des tries, seuls les extensions
de degrém = 1, 2, 3, 4 nous intéressent.

Dans le casm = 1 où l’opérateurGs,h coïncide exactement avec l’opérateur de Ruelle usuelGs,h,
le théorème précédent s’applique avecφ = h̃s, ψ = h, etSp(ψ′(z)) = {h′(h)} = {ǫ(h)α(h)},
si bien que

SpGs,h = {α(h)s(ǫ(h)α(h))ℓ | ℓ ∈ N}

est exactement l’ensemble desµℓ définis dans (7.25).

Dans le cas général où l’opérateurGs,h agit sur un espace àm variables (extension de degrém),
le théorème de Mayer s’applique avec

φ = H̃s[h], ψ = Vm[h].

La différentielle ψ′(x1, . . . , xm) est alors la matrice diagonale avec des coefficients
h′(x1), h

′(x2), . . . , h
′(xm). Le point fixe deVm[h] est le point(h, h, . . . , h), si bien que

SpV ′
m[h] (h, h, . . . , h) = {h′(h)}[m],

où la notationA[m] désigne le multiensemble obtenu en répétantm fois chaque élément du
(multi)ensembleA. La multiplicité de la valeur propreµℓ dans le spectre deGs,h est alors égale
au nombre de mots de longueurℓ dans le langagea∗1a

∗
2 · · · a∗m, c.-à-d.

[zℓ]
1

(1 − z)m
=

(
ℓ+m− 1

m− 1

)
.

En conséquence, on obtient des formules de trace faisant intervenir la quantitéα(h) = h̃(h)

TrGs,h =
α(h)s

(1 − ǫ(h)α(h))
m .

Ainsi, les spectres deGs,h et Gs,h contiennent les mêmes éléments. Nous comparons mainte-
nant ces spectres de façon plus précise, grâce aux formules de trace. Avec la notationpm(ℓ) =(
ℓ+m−2

m−2

)
, la trace de l’opérateur généralisé peut être exprimée à l’aide de la trace de l’opérateur

classique,

Tr Gs,h =
TrGs,h

(1 − ǫ(h)α(h))
m−1 =

∑

ℓ≥0

pm(ℓ) (ǫ(h)α(h))ℓ TrGs,h.

Nous introduisons donc la version signée de l’opérateur de Ruelle classiquẽGs dont les opérateurs
composantes sont définis en introduisant le signeǫ(h) de la dérivéeh′,

G̃s,[i] := ǫ(hi) Gs,[i]. (7.26)

La propriété de multiplicativité deǫ pour les branches inverses

ǫ(h ◦ g) = ǫ(h)ǫ(g)

entraîne alors

G̃k
s =

∑

w∈Mk

ǫ(hw) Gs,hw
=

∑

w∈Mk

G̃s,hw
. (7.27)
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La trace de l’opérateur généraliséGs,h dans une extension de degrém, est exprimée à l’aide des
traces des opérateursGs+ℓ,h, G̃s+ℓ,h,

TrGs,h =
∑

ℓ pair
ℓ≥0

pm(ℓ)TrGs+ℓ,h +
∑

ℓ impair
ℓ≥0

pm(ℓ)Tr G̃s+ℓ,h. (7.28)

Opérateurs de transfert

À ce stade, l’espace fonctionnel sur lequel agit l’opérateur Gs doit être précisé. L’opérateur est ici
déterminé par un entierm (le degré de l’extension) et une fonction mulisécanteH̃s (ou plutôt son
prolongement analytique). Dans le cas markovien, nous nouslimiterons au cas des alphabets finis,
mais autoriserons un alphabet qui soit infini dénombrable dans le cas de base. Dans cette situation,
la possibilité de choisir le même ensemble ouvertV pour toutes les branchesh en conjonction
avec la condition de convergence(d3) entraîne de «bonnes» propriétés pour l’opérateur de Ruelle
Gs où s appartient au demi-plan de convergenceRe(s) > γ. Nous noterons dans la suiteVR

l’intersection deV avec l’axe réel. La multisécantẽHs[h] définie dans (7.8) a une partie réelle
strictement positive surVm (car elle est positive surIm et ne s’annule pas surVm), et l’opérateur
Gs est bien défini pour tout nombre complexes dans le demi-planRe(s) > γ.

Dans le cas de base, les opérateursGs agissent sur l’espaceA∞(V) défini comme l’ensemble des
fonctions qui sont holomorphes surVm et sont continues sur la fermetureVm

, muni de la norme-
sup. Dans le cas markovien, les opérateursGs agissent sur l’espaceA∞(V)r. Ces deux espaces
fonctionnels sont des espaces de Banach. Les opérateurs composantesGs,h sont nucléaires d’ordre
0, donc les opérateursGs sont nucléaires d’ordre 0. En particulier ils sont bornés, compacts et
leurs spectres sont discrets (sauf au point d’accumulationen 0).

La proposition suivante met en relation le spectre des opérateurs généralisés avec les spectres des
opérateurs classiques (signés et non signés).

PROPOSITION7.7.Le spectre de l’opérateur de Ruelle généraliséGs est en relation avec celui
des opérateurs classiquesGs, G̃s

SpGs =



⋃

ℓ pair
ℓ≥0

(SpGs+ℓ)
[pm(ℓ)]


 ∪



⋃

ℓ impair
ℓ≥0

(
Sp G̃s+ℓ

)[pm(ℓ)]


 ,

oùpm(ℓ) =
(

l+m+2
m−2

)
. Ici, la réunion est prise au sens de la réunion des multiensembles et la no-

tationA[p] désigne le multiensemble obtenu en répétantp fois chaque élément du (multi)ensemble
A.

Preuve.Dans le cas markovien, la trace duke itéré deGs (resp.Gs) est la somme des traces
des éléments diagonaux de la matriceGk

s (resp.Gk
s ) ; Ces éléments diagonaux mettent en jeu

uniquement des branches inverseshw qui sont cycliques : ce sont les branches inverses pour
lesquelles les préfixes associés commencent et finissent parle même symbole. Finalement, dans
les deux cas, les formules de trace font intervenir l’ensembleCk (défini dans la section 4.4) qui est
l’ensemble des préfixes de longueurk (dans le cas de base) ou l’ensemble des préfixes de longueur
k qui commencent et finissent par la même lettre (dans le cas markovien),

TrGk
s =

∑

w∈Ck

TrGs,[w], TrGk
s =

∑

w∈Ck

Tr Gs,[w].
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Dès lors, la relation (7.28) s’étend aux puissances (ou itérés) des opérateurs de transfert,

TrGk
s =

∑

ℓ pair
ℓ≥0

pm(ℓ)TrGk
s+ℓ +

∑

ℓ impair
ℓ≥0

pm(ℓ)Tr G̃k
s+ℓ.

Grâce à la formule de la trace (7.24), le déterminant de Fredholm F(s, u) := det(I − uGs) peut
être exprimé en termes de traces d’itérés des opérateurs

log det(I − uGs) =
∑

ℓ pair
ℓ≥0

pm(ℓ) log det(I − uGs+ℓ) +
∑

ℓ impair
ℓ≥0

pm(ℓ) log det(I − uG̃s+ℓ).

Le déterminant de Fredholm de l’opérateur de Ruelle généraliséGs agissant sur un espace fonc-
tionnel àm variables satisfait alors

det(I − uGs) =
∏

ℓ pair
ℓ≥0

[det(I − uGs+ℓ)]
pm(ℓ)

∏

ℓ impair
ℓ≥0

[
det(I − u G̃s+p(ℓ))

]pm(ℓ)

,

ce qui donne finalement la relation entre le spectre deGs et les spectres deGs et G̃s.

7.2.3 Positivité

Propriétés spectrales dominantes pours réel (Perron-Frobenius)

Lorsques = σ > γ est réel, les opérateursGs,Gs satisfont de fortes propriétés de positivité de
type Perron-Frobenius [65].

PROPOSITION7.8.Pour s > γ réel, chaque opérateurGs possède une unique valeur propre
dominante (i.e., une valeur propre de plus grand module)λ(s) positive et de multiplicité égale
à 1.

Remarque.En fait on peut montrer plus. Dans le cadre de l’analyse des tries, on aura besoin
de savoir que toutes les extensions considérées ont la même valeur propre dominante. Cela fera
l’objet de la proposition suivante 7.13.

Preuve.SoitB un espace de Banach, réel ou complexe, etK ⊂ B. L’ensembleK est un cône
propre siρK ⊂ K pour ρ > 0 et K ∩ −K = {0}. Un cône propre est dit reproductif si
B = K −K, i.e., tout élémentg deB est la différence de deux éléments deK. Le côneK définit
un ordre partiel≦ dansB : x ≦ y ssiy − x ∈ K.
Un opérateur linéaireL : B → B est positif par rapport àK ssiLK ⊂ K, ce qui signifie que
T laisse le cône invariant. Soitu0 ∈ K, u0 6= 0. Un opérateur positifL : B → B est appelé

u0-positif, pouru0 dans l’intérieur
◦

K deK, s’il existe pour toutf ∈ K\{0}, deux entiersp, q et
deux réelsα, β > 0 pour lesquels on a

α u0 ≦ Lp[f ] etLq[f ] ≦ β u0, (7.29)

où l’ordre est défini par rapport àK : f ≦ g ⇔ g − f ∈ K. Ces notions étant définies, on peut
énoncer le théorème de Krasnolesjii dans une formulation deMayer dans [5].
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THÉOREME DEKRASNOELSKII (POSITIVITÉ). Soit L : B → B un opérateur compactu0-
positif. AlorsL satisfait une propriété de type Perron-Frobenius : il a un unique vecteur propre

dans
◦

K et la valeur propre correspondante est simple, positive, etde module strictement supérieur
au module des autres valeurs propres deL.

Nous appliquons tout d’abord le résultat de Krasnoselsky pour l’opérateurGs dans le cas de base.
Nous commençons par préciser les espaces fonctionnels considérés. Nous avons déjà défini l’es-
pace de BanachA∞(V) des fonctions holomorphes surV et continues surV . Nous définissons
l’intervalleVR = V ∩ R et le sous-espace réelA∞(VR) des fonctions deA∞(V) à valeurs réelles
sur l’intervalleVR)

A∞(VR) = {f ∈ A∞(V) | f(z) ∈ R pour toutz ∈ R} .
Clairement,A∞(VR) est un espace de Banach réel avec la norme sup induite. L’ensemble
A+

∞(VR) ⊂ A∞(V) des fonctions positives sur l’intervalleVR

A+
∞(VR) = {f ∈ A∞(VR) | f(z) ≥ 0 pour toutz ∈ R} .

Pours réel,Gs agit surA+
∞(VR) qui est un cône propre est reproductif. Sif est une fonction

positive surVR, ρf avecρ > 0 l’est également : le cône est propre. Toute fonctionf ∈ A+
∞(VR)

peut s’écrire2f − f , ce qui prouve que le cône est reproductif. L’intérieur du cône
◦

A+, est formé
des élémentsf ∈ A+

∞(VR) qui sont strictement positifs sur le segment de l’axe des réelsVR.

La démonstration de la proposition nécessite plusieurs étapes que nous formulons à l’aide de
lemmes. Le premier lemme concerne l’opérateurGsR la restriction deGs au sous-espaceA∞(VR).

LEMME 7.9.L’opérateurGs définit un opérateurGsR nucléaire d’ordre 0 dans l’espace de Ba-
nach réelA∞(VR) dont la trace est

TrGsR = TrGs.

Preuve.En effet, nous savons queGs est un opérateur nucléaire d’ordre 0 ([74]) et admet la
représentation

Gs[f ] =
∑

i∈I

µi e
⋆
i (f) ei pour toutf ∈ A∞(V),

avecei ∈ A∞(V), e⋆
i ∈ A∞(V)⋆ tel que||ei|| = ||e⋆

i || = 1 et lesµi p-sommables pour toutp > 0
(i.e.,

∑ |µi|p < +∞). La définition de l’opérateurGs à l’aide des branches inverses contractantes
à valeurs réelles permet d’établir que lesµi peuvent être choisis réels, lesei dansA∞(VR) et les
e⋆

i à valeurs réelles surA∞(VR). Ainsi les deux opérateursGs et GsR ont exactement la même
représentation. Cela montre que la trace deGsR a la même expression que celle deGs.

Nous voulons montrer que les opérateursGs etGsR ont le même spectre. Le spectre de l’opérateur
GsR dans l’espaceA∞(VR) est par définition le spectre de l’opérateurGsR dans le sous-espace
A∞(VR) + iA∞(VR) deA∞(V). Par ailleurs,GsR est également un opérateur nucléaire d’ordre 0
dans cet espace complexe qui est trivialement un sous-espace de l’espace de BanachA∞(V).

Ainsi chaque valeur propre de l’opérateurGsR est également une valeur propre de l’opérateurGs

dansA∞(V .

Désignons parΥ l’ensemble des valeurs propres deGs différentes de 0 qui n’appartiennent pas au
spectreSpGsR. Les deux opérateurs étant nucléaires d’ordre 0, on a

TrGn
sR

=
∑

λ∈SpGsR

λn, et TrGn
s =

∑

λ∈SpGsR

λn +
∑

λ∈Υ

λn.
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Grâce au lemme 7.9, nous avons alors que pour toutn ≥ 1,
∑

λ∈Υ

λn = 0.

On peut alors appliquer le lemme issu de [73]

LEMME 7.10.SoitΥ un ensemble de nombres complexes tels que
∑

λ∈Υ |λ| <∞ et
∑

λ∈Υ λ
n =

0 pour toutn ≥ 1. Alorsλ = 0 pour toutλ ∈ Υ.

Preuve.Le fait que
∑

λ∈Υ |λ| < ∞ implique que, pourz suffisamment petit, la fonctiong sui-
vante est holomorphe

g(z) = exp

∞∑

i=1

1

n

∑

λ∈Υ

λnzn.

Puisque
∑

λ∈Υ λ
n = 0 la fonction est doncg ≡ 1. On calcule le terme droit de l’égalité pourz

suffisamment petit

exp
∞∑

i=1

1

n

∑

λ∈Υ

λnzn =
∏

λ∈Υ

(1 − λz)−1.

Cette fonction doit être une série entière sur tout le plan complexe, puisque le terme gauche de
l’égalité l’est. Cela est possible seulement siλ = 0 pour toutλ ∈ Υ.

Ceci montre le lemme suivant.

LEMME 7.11.Les spectres des opérateursGs etGsR sont les mêmes.

Les spectres des deux opérateurs étant identiques, il suffitde caractériser le spectre deGsR.

LEMME 7.12.L’opérateurGsR : A∞(VR) → A∞(VR) estu0-positif par rapport au côneK =
A∞(VR).

Preuve.Les branches inverses étant contractantes, il est clair queGsR laisse le cône invariant et
donc que l’opérateur est positif. Désignons paru0 la fonction constante égale à 1. Alors clairement
u0 ∈ K etu0 6= 0. Soitf ∈ K (f 6= 0). En posantαf = supz∈VR

‖Gs[f ](z)|, on a

Gs[f ] ≤ αfu0. (7.30)

On a donc montré la borne supérieure de (7.29).

Pour la borne inférieure, soitf ∈ K ⊂ {0} et supposons que, pour tout entierp il existexp ∈ VR

pour lequelGp
sR

[f ](xp) = 0. Alors,f vaut 0 en chaque pointh(xp) associé à une branche inverse
h de hauteurp. Dans le cas de l’alphabet infini,f s’annule donc en une infinité de points distincts.
Étant analytique, la fonctionf est donc identiquement nulle. Dans le cas d’un alphabet fini,le
nombre de points oùf s’annule est également non borné (il suffit de faire croîtrep). Là encore,
la fonctionf est donc nulle. On aboutit à une contradiction, il existe donc p tel que pour tout
x ∈ VR, Gp

sR
[f ](x) ne s’annule pas. Posonsβf = infx∈VR

Gp
sR

[f ](x). Ainsi nous obtenons

Gp
sR

[f ] ≧ βfu0, avecβf > 0. (7.31)

Les équations (7.30) et (7.31) entraîne le fait queGsR estu0-positif (voir [65] pour plus de détails
sur les opérateursu0-positifs).
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Le théorème de Krasnoselsky s’applique donc àGsR. L’opérateurGsR (et doncGs) admet donc
une unique valeur propre dominanteλ(s) strictement positive. On peut choisir le vecteur propre

dominantψs dans le cône
◦

K, c.-à-d. queψs est strictement positive surVR. Ce vecteur propre est
également propre pourGs.

Cette preuve se généralise au cas markovien en considérant l’espaceA∞(V)r et aussi au cas des
opérateurs généralisés en considérant les espacesA∞(V) etA∞(V)r.

A priori, cette valeur propre dominante est dépendante de l’extension choisie. Nous prouvons dans
cette section que toutes les extensions deGs partagent la même valeur propre dominante.

L’opérateurGs étant compact, son spectre est discret et il y a un «saut spectral» entre la valeur
propre dominante et le reste du spectre. Cela permet de décomposerGs sous la forme

Gs = λ(s)Ps + Ns.

Ici, Ps est la projection sur le sous-espace propre dominant, etNs est un opérateur relatif au
reste du spectre. L’opérateurNs a donc un rayon spectral strictement inférieur à la valeur propre
dominante.

De façon plus générale,Gk
s se décompose comme

Gk
s = λ(s)k Ps + Nk

s . (7.32)

Cette relation est vraie en particulier pour l’opérateur deRuelle classiqueGs dont la valeur do-
minante est notéeλ1(s). Les relations précédentes, ainsi que les propriétés de positivité de la
projection sur le sous-espace propre dominant, entraînentles égalités

λ(s) = lim
k→∞

Gk
s [1](0, . . . , 0) λ1(s) = lim

k→∞
Gk

s [1](0).

La relation (7.9), exprimant queGs est une extension deGs, entraîne l’égalitéλ(s) = λ1(s) ;
Ainsi tous les opérateursGs ont la même valeur propre dominanteλ(s).

La projectionPs sur le sous-espace propre dominant peut être écrite

Ps[G](x1, . . . , xm) = Es[G] Ψs(x1, . . . , xm),

où Ψs est la fonction propre dominante deGs, etEs une forme linéaire. La formule (7.9) nous
permet de relier ces objets spectraux dominants des opérateurs généralisés aux objets spectraux
dominants de l’opérateur de Ruelle usuelGs, c.-à-d., la fonction propre dominanteψs et le pro-
jecteur dominantes,

Ψs(u, u, . . . , u) = ψs(u), Es[G] = es[g] si g est l’application diagonale deG.

Nous avons donc prouvé :

PROPOSITION7.13.Les opérateurs généralisésGs ont tous des propriétés spectrales domi-
nantes. Ils partagent la même valeur propre dominanteλ(s), et leurs autres objets spectraux
dominants (les fonctions propres dominantesΨs et les projecteurs dominantsEs) sont des exten-
sions des objets spectraux dominants pour l’opérateur classiqueGs (qui n’est autre que le cas
particulier de l’extension de degrém = 1)

Ψs(u, . . . , u) = ψs(u), Es[G] = es[g] oùg est l’application diagonale deG.
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Propriété de quasi-puissance

La série de DirichletΛ〈A〉
k (F, s) associée au trie-tableau est un cas particulier pour lequelnous

fournissons dans la suite des résultats plus précis qui seront utiles lors de l’étude de la hauteur
(théorèmes 8.7 et 8.8 du chapitre 8).

PROPOSITION7.14 (PROPRIÉTÉ DE QUASI-PUISSANCE). Soitσ > γ un réel. Pour toute distri-
butionF associée a une densitéf ∈ A∞(V) strictement positive surVR = V ∩ R, il existe une
constante positiveρ telle que

ρ = lim
k→∞

Λ
〈A〉
k (F, σ)

λ(σ)k
. (7.33)

Soit µ(σ) le module d’une valeur propre sous-dominante deGσ, et ν une constante telle que
ν > µ(σ). Alors, il existe trois constantes strictement positivesα, β, δ, telles que, pour toutk ≥ 1

αλ(σ)k ≤ Λ
〈A〉
k (F, σ) ≤ β λ(σ)k, |Λ〈A〉

k (F, σ) − ρ λ(σ)k| ≤ δνk.

Valeurs particulières

Pours = 1, l’opérateur de Ruelle classiqueGs est défini (puisque, par la condition(d4) de la
définition 4.1,γ < 1) etG1 est un transformateur de densité. Cette propriété fournit des formules
explicites pour certains objets spectraux au points = 1.

PROPOSITION7.15 (VALEURS PARTICULIÈRES). La valeur propre dominante ens = 1 vaut 1,
le projecteur dominante1 deGs ens = 1 satisfaite1[f ] =

∫ 1

0
f(x) dx.

Preuve.Puisque les intervalles fondamentaux de profondeurk forment une quasi-partition de
l’intervalle I = [0, 1], on en déduit l’égalitéΛ〈A〉

k (F, 1) = 1 pour toute fonction de distribution
F , et doncλ(1) = 1. De plus, l’opérateurG1 est un transformateur de densité : pourf(x) > 0 où
x est réel,

∫ 1

0

Gk
1 [f ](t) dt =

∫ 1

0

f(t) dt = e1[f ]

∫ 1

0

ψ1(t) dt+O(ρk),

permet d’obtenire1[f ], si l’on suppose queψ1 est définie comme une fonction de densité satis-
faisant la condition de normalisation

∫ 1

0
ψ1(t) dt = 1. L’expression du projecteurE1 peut en être

déduite grâce à la propriété d’extension donnée dans la proposition 7.13. Puisque l’application
diagonale relative àH1[F ] est exactementF ′ = f , on obtient queE1[H1[F ]] = e1[f ] = 1.

L’entropie et la probabilité de coïncidence sont définies par (4.8), (4.9) comme limites de quan-
tités faisant intervenir des séries de Dirichlet à profondeur fixée. La propriété de quasi-puissance
(7.33) fournit alors directement des expressions pour l’entropie et la probabilité à partir des objets
spectraux pours = 1 ets = 2.

PROPOSITION7.16 (ENTROPIE ET PROBABILITÉ DE COÏNCIDENCE). L’entropie de la source
est égale à l’opposée de la dérivée des 7→ λ(s) en s = 1, tandis que la probabilité de coïn-
cidence est égale àλ(2).
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7.2.4 Rayon spectral et valeur propre dominante

Du fait des propriétés spectrales dominantes, la fonction valeur propre dominantes 7→ λ(s) joue
un rôle central dans l’analyse. Cette section établit d’importantes propriétés qui seront utilisées
pour l’analyse des paramètres de trie. Tout d’abord, on s’attache à des propriétés deΛ(s) pour
s réel3. Ensuite, en un points dans le demi-plan complexeRe(s) ≥ σ, on compare le rayon
spectralR(s) deGs et la valeur propre dominanteλ(σ) deGσ (qui est également la valeur propre
dominante deGσ).

PROPOSITION7.17 (PROPRIÉTÉS DE LA VALEUR PROPRE DOMINANTE). Soit γ la constante
intervenant dans la condition(d3) de la définition 1. Les propriétés suivantes sont vraies :
(i) La fonctions 7→ λ(s) est strictement décroissante le long de l’axe réels > γ.
(ii) Sur chaque droite verticaleRe(s) = σ, l’inégalité R(s) ≤ λ(σ) est vraie.
(iii) Dans le demi-planRe(s) > σ, les inégalités strictesR(s) < λ(σ) sont vraies.
(iv) Si l’égalitéR(s) = λ(σ) est vraie pours = σ + it, t 6= 0, alors Gs a une valeur propre
λ = eiaλ(σ) qui appartient au spectre deGs.

Preuve. (i) La relation (7.33) permet d’exprimer la valeur propre dominante comme la limite

λ(s) = lim
k→∞

Λ
〈A〉
k (1, s)1/k.

D’après les propriétés(d1) et(d2) de la définition 4.1 des sources dynamiques, il existeδ < 1 pour
lequel|h′(x)| ≤ δ pour toute branche inverse de profondeur 1, et tout réelx ∈ [0, 1]. L’inégalité
|h(0)− h(1)| ≤ δk est donc vraie pour toute branche inverse de hauteurk et démontre l’inégalité

λ(s+ u) ≤ δu λ(s) < λ(s).

La fonctionλ(s) est bien strictement décroissante sur l’axe réel.
(ii) D’après l’expression du spectre deGs donnée dans la proposition 7.7, le rayon spectralR(s)

deGs dépend des rayons spectrauxR(s+2ℓ) etR̃(s+2ℓ+1) des opérateursGs et G̃s pourℓ ≥ 0.
Nous commençons donc par démontrer la propriété suivante ;

LEMME 7.18.Sur la droiteRe(s) = σ, le rayon spectralR̃(s) de l’opérateurG̃s et le rayon
spectralR(s) de l’opérateurGs satisfont

R(s) ≤ λ(σ), R̃(s) ≤ λ(σ). (7.34)

Preuve. Cas de base.Considérons tout d’abord le cas deGs. Soit s un complexe etσ = Re(s).
Soit λ une valeur propre deGs et λ(σ) la valeur propre dominante deGσ . On considère égale-
ment les vecteurs propres correspondantf et fσ. Cette fonctionfσ est strictement positive sur le
segmentVR. On normalise les fonctionsf etfσ en imposant
(i) Les deux fonctions vérifient l’inégalité

fσ(x) ≤ |f(x)| pour toutx ∈ VR; (7.35)

(ii) Il existex0 ∈ VR tel que la borne de(i) est atteinte

fσ(x0) = |f(x0)|. (7.36)

3La fonctionλ(s) n’est définie que pours réel. Grâce à la théorie de la perturbation, on peut la prolonger analytique-
ment dans un voisinage de l’axe réel.
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On a alors

|λ f(x0)| = |Gs[f ](x0)| = |
∑

i∈M

h̃i(x0)
s f ◦ hi(x0)| ≤

∑

i∈M

h̃i(x0)
σ |f ◦ hi(x0)| (7.37)

≤
∑

i∈M

h̃i(x0)
σ fσ ◦ hi(x0) = λ(σ)fσ(x0), (7.38)

et la définition dex0 prouve l’inégalité|λ| ≤ λ(σ).

Cas Markovien.Pour l’opérateurGs dans le cas markovien, nous considérons les mêmes objets :
λ est une valeur propre deGs et f = (f1, f2, . . . , fr) désigne un vecteur propre relatif àλ.
De la même façon, le vecteurfσ = (fσ,1, fσ,2, . . . , fσ,r) désigne le vecteur propre dominant
relativement àλ(σ). Ce vecteur a des composantes strictement positives sur le segmentVR. De
plus, on peut normaliser les vecteurs propres en imposant
(i) Pour tout1 ≤ i ≤ r, les composantes du vecteur proprefi et fσ,i vérifient l’inégalité
fσ,i(x) ≤ |fi(x)| pourx ∈ VR ;

(ii) Il existe un indiceℓ et un pointx0 ∈ VR tels quefσ,ℓ(x0) = |fℓ(x0)| (la borne de(i) est
atteinte pour une des composantes).

On a toujours

|λ fℓ(x0)| = |
∑

j∈M

h̃ℓ|j(x0)
s fj ◦ hℓ|j(x0)| ≤

∑

j∈M

h̃ℓ|j(x0)
σ |fj ◦ hℓ|j(x0)| (7.39)

≤
∑

j∈M

h̃ℓ|j(x0)
σ fσ,j ◦ hℓ|j(x0) = λ(σ)fσ,ℓ(x0), (7.40)

et la définition du pointx0 et de l’indiceℓ prouve l’inégalité|λ| ≤ λ(σ). La propriété (7.34) est
prouvée pour l’opérateurGs ; il est clair que la preuve peut s’adapter facilement pour l’opérateur
G̃s.

Revenant maintenant à l’opérateurGs, la formule du spectre de la proposition 7.7 et la stricte
décroissance deλ le long de l’axe réel permettent de prouver(iii) et (iv).

7.2.5 Singularités du quasi-inverse(I − Gs)
−1 et «périodicité»

Comme il a été expliqué à la fin du chapitre 6, il est nécessairede connaître précisément la position
des pôles des différentes séries de DirichletΛ(F, s). Nous rappelons queλ(1) = 1. D’après la
propriété(iii) de la proposition 7.17 l’opérateurI −Gs est inversible dans le demi-planRe(s) >
1. Ainsi, l’opérateur(I − Gs)

−1 est analytique dans ce demi-plan et admet un pôle simple en
s = 1.

Si l’on se concentre davantage sur le comportement de cet opérateur sur la droiteRe(s) = 1, s 6=
1, on peut définir lespoints particuliers: ce sont les pointss = 1+it, avect 6= 0 pour lesquelles le
spectre deGs contient une valeur propre égale à 1. L’assertion(iv) de la proposition 7.17 prouve
qu’en ces points particuliers, le spectre des opérateurs classiquesGs ou G̃s contient une valeur
propre égale à 1. Les résultats suivant, qui étendent des résultats de [26], [81], [100], donnent une
caractérisation des points particuliers et décrit les deuxtypes de comportement qui peuvent être
rencontrés.

PROPOSITION7.19 (SINGULARITÉS DU QUASI-INVERSE). L’opérateur Gs a seulement deux
comportements possibles sur la ligneRe(s) = 1 :
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(i) Cas apériodique.L’opérateurGs n’a pas de points particuliers, et l’opérateurI − Gs est
inversible sur le demi-planRe(s) ≥ 1 privé du points = 1.

(ii) Cas périodique.L’opérateurGs admet des points particuliers. Ces points sont alors régu-
lièrement espacés sur la ligne, et de la forme1 + kit, k ∈ Z. L’opérateur(I − Gs)

−1 a un
pôle simple en chacun de ses points particuliers, et il existe une bande à gauche de la droite
Re(s) = 1 qui ne contient pas de pôles pour cet opérateur.

Preuve.La propriété(iv) de la proposition 7.17 montre qu’il suffit de considérer le cas de l’opé-
rateurGs. L’assertion(i) est immédiate dès lors qu’il n’y a pas de points particulierssur la droite
s = 1 + it.

Pour(ii) supposons ques = σ + it est un point particulier et que l’opérateurGs admetλ = λ(σ)
comme valeur propre. Il y a deux cas à considérer : le cas de base et le cas markovien.

Cas de base.Nous gardons les notations utilisées dans le lemme 7.18 du paragraphe 7.2.4. La dé-
monstration ne dépend pas de la valeur deσ mais notons queσ = 1, λ = λ(σ) = 1. Les fonctions
f etfσ sont des fonctions propres (normalisées par les conditions7.35 et 7.36) respectivement de
Gs etGσ (avecσ = Re(s)).

Dans un premier temps, nous montrons quef etfσ coïncident en module sur[0, 1] (i.e. |f(x)| =
fσ(x) sur[0, 1]). Nous considérons le pointx0 où l’on a l’égalité

fσ(x0) = |f(x0)|.

De cette égalité ainsi que de l’égalité|λ| = λ(σ) nous déduisons que les inégalités (7.37), (7.38)
deviennent une suite d’égalités enx0

|λf(x0)| =

∣∣∣∣∣∣

∑

j∈M

h̃j(x0)
σ+itf ◦ hj(x0)

∣∣∣∣∣∣
=
∑

j∈M

h̃j(x0)
σ |f ◦ hj(x0)| (7.41)

=
∑

j∈M

h̃j(x0)
σfσ ◦ hj(x0) = λ(σ)fσ(x0). (7.42)

Pour toute branche inversehj de profondeur 1, l’égalité

|f ◦ hj(x0)| = fσ ◦ hj(x0)

est vraie, et un argument inductif prouve que la fonction queles fonctionsf et fσ sont de même
module enhw(x0) pour toute branche inversehw de profondeur quelconque. Tout réelx de[0, 1]
étant la limite d’une suite de pointshw(x0), on obtient l’égalité

|f(x)| = fσ(x) pour toutx dans[0, 1].

Introduisons la fonctionµ définie par

µ(x) :=
f(x)

fσ(x)
, (si bien queµ est de module égal à 1 sur[0, 1]). (7.43)

Les égalités (7.41), (7.42), maintenant vraies pour toutx de[0, 1], entraîne la relation

∑

j∈M

h̃j(x)
σ |f ◦ hj(x)| = |

∑

j∈M

h̃j(x)
σ+itf ◦ hj(x)|.
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La suite{ai(x) := h̃i(x)
σ+itf ◦ hi(x)}i∈M satisfait l’égalité|∑i∈M ai(x)| =

∑
i∈M |ai(x)|.

Il existe donc une fonctionθ(x) (de module 1) telle que

ai(x) = θ(x)|ai(x)| pour toute branche inversehi de profondeur 1. (7.44)

En sommant pourj ∈ M, on obtient une égalité qui donne l’expression deθ(x) (en utilisant que
|f(x)| = fσ(x) pourx ∈ [0, 1])

θ(x) =

∑
j∈M ai(x)∑

j∈M |ai(x)|

=

∑
j∈M h̃j(x)

σ+itf ◦ hj(x)
∑

j∈M h̃j(x)σfσ ◦ hj(x)

=
λ

λ(σ)
µ(x).

Puisqueλ = λ(σ), on a l’égalitéθ(x) = µ(x). De plus on calcule que pour touti ∈ M

µ(x) =
ai(x)

|ai(x)|
= h̃i(x)

itµ ◦ hi(x), pour touthi de profondeur 1, (7.45)

et, plus généralement,

h̃w(x)itµ ◦ hw(x) = µ(x), pour touthw de profondeur quelconque. (7.46)

Ces égalités se prolongent analytiquement surV (en considérant le prolongement analytique de
µ). Par conséquent, les opérateursGit,hw

admettent tousµ comme fonction propre avec la valeur
propre1. La section 7.2.2 et l’équation (7.46) montrent queµ est une fonction propre dominante
de tous les opérateurs composantesGit,[w] associée à la valeur propre1.

On sait d’après la section 7.2.2 que la valeur propre dominante deGit,[w] est α(w)it (avec

α(w) := α(hw) = h̃w(hw), hw le point fixe dehw – voir la proposition 7.6). Nous en dé-
duisons les relations

α(w)it = 1, pour toutw ∈ M∗.

Le déterminant de Fredholm satisfait alors, d’après (7.23), la relation

F(s+ it, u) = F(s, u).

L’opérateur admet donc des points particuliers régulièrement espacés sur la droites = σ+ it. Les
propriétés du rayon spectral deGs et deλ(σ) assurent enfin qu’il y une bande à droiteRe(s) = σ
qui est libre de points particuliers4. Cas markovien.À nouveau, nous reprenons les notations du
paragraphe 7.2.4. L’égalitéλ = λ(σ) transforme la suite d’inégalités (7.39), (7.40) en une suite
d’égalités

λ fℓ(x0) = |
∑

j

h̃ℓ|j(x0)
s fj ◦ hℓ|j(x0)| =

∑

j

h̃ℓ|j(x0)
σ |fj ◦ hℓ|j(x0)| (7.47)

=
∑

j

h̃ℓ|j(x0)
σ fσ,j ◦ hℓ|j(x0) = λ(σ)fσ,ℓ(x0). (7.48)

4Voir [102] pour une caractérisation encore plus précise dans ce cas de la fonction propre des opérateurs composantes.
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En particulier, pour tout symbolej, nous en déduisons l’égalité

|fj ◦ hℓ|j(x0)| = fσ,j ◦ hℓ|j(x0).

Introduisons les fonctions

µj(x) := fj(x)/fσ,j(x). (7.49)

La quantitéµj est alors de module 1 au pointxj := hℓ|j(x0). En écrivant la suite d’égalités
similaire à (7.47), (7.48) mais en tenant compte de la relation |µj(xj)| = 1, nous obtenons

|fℓ ◦ hj|ℓ(xj)| = fσ,ℓ ◦ hj|ℓ(xj),

et finalement, un argument inductif prouve que les quantitésµj (j ∈ M) sont de module 1 sur
[0, 1]. La suite d’égalités (7.47), (7.48)), maintenant vraies pour toutx ∈ [0, 1] et tout symboleℓ,
prouve la relation

h̃ℓ|j(x)
it µj ◦ hℓ|j(x) = µℓ(x), pour tous symbolesℓ, j deM,

Cette égalité s’étend (par prolongement analytique) àV . En particulier

h̃w(x)it µj ◦ hw(x) = µj(x), pour toutw ∈ C[j]. (7.50)

Puisqueµj ne s’annule pas sur[0, 1], le paragraphe 7.2.2 et la relation (7.50) prouvent queµj est
un vecteur propre dominant de tous les opérateurs composantesGit,[w], pour toutw ∈ C[j]. En
particulier,µj est non nulle surV . On en déduit alors les relations

α(w)it = 1, pourw ∈ C,
où la quantitéα(w) a été définie dans le paragraphe 7.2.2. Le déterminant de Fredholm satisfait
donc, d’après la relation (7.23), l’égalité

F(s+ it, u) = F(s, u).

La proposition suivante donne le développement en série de Laurent au premier ordre afin de
donner une expression explicite du résidu de(I−Gs)

−1 ens = 1 en fonction des objets spectraux
dominants.

PROPOSITION7.20 (RÉSIDU DU QUASI-INVERSE ENs = 1). SoitF la distribution relative à la
densitéf sur [0, 1]. Alors, le résidu ens = 1 du quasi-inverse(I−Gs)

−1[Hs[F ]] est indépendant
deF et fait intervenir seulement la fonction propre dominanteΨs ens = 1 sous la forme

(I − Gs)
−1[Hs[F ]] ≍ −1

λ′(1)(s− 1)
Ψ1 (s = 1).

Preuve.La théorie classique de la perturbation analytique [61] prouve l’unicité de la valeur propre
dominante lorsques est dans un voisinage suffisamment petit autour d’un pointσ de l’axe des
réels. Les applicationss 7→ λ(s), s 7→ Ψs, s 7→ Es définissent des fonctions analytiques dans un
voisinage l’axe réel. L’extension de (7.32) à un voisinage de l’axe des réels prouve que leke itéré
deGs se comporte comme une puissanceke deλ(s)

Gk
s [F ](x1, . . . , xm) ∼ ·λ(s)kΨs(F ), (7.51)

en supposant queF est positive sur[0, 1] et que lesxj sont tous positifs. On calcule alors facile-
ment le résidu cherché ens = 1.
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7.2.6 Log-concavité

L’étude asymptotique de la hauteur du trie nécessite l’utilisation d’une propriété assez fine de la
valeur propre dominante de l’opérateurGs.

PROPOSITION7.21 (LOG-CONCAVITÉ DE LA VALEUR PROPRE DOMINANTE). Pour tous
nombres réels positifss, t tels ques > t, on aλ(s)t < λ(t)s.

Preuve.La démonstration nécessite plusieurs étapes. Le premier lemme établit lalog-concavité
de la fonctionλ(s).

LEMME 7.22.Pour1 < t < s La fonctionx 7→ λ(x) est log-concave sur[t, s].

Preuve.Considérons d’abord le cas de base (c.-à-d. non markovien).Soient 2 réelss et t (1 <
t < s) tels que la fonctions 7→ λ(s) est alors bien définie sur[t, s]. Soit également deux réels
positifsα etβ tels queα+ β = 1. On introduit la fonction

Ψ(x) =
fαs+βt(x)

fs(x)
αft(x)

β
,

définie à partir de la fonction proprefσ deGσ pourσ = αs + βt, σ = s, σ = t (dont on sait que
pourσ réel ce sont des fonctions strictement positives sur l’axe réel). De plus on normalise cette
fonction en imposant la condition

sup{Ψ(x) | x ∈ [0, 1]} = 1.

On a donc toujours pour toutx ∈ [0, 1]

λ(αs+ βt)fαs+βt(x) = Gαs+βt[fαs+βt](x)

=
∑

j∈M

h̃j(x)
αs+βtfαs+βt ◦ hj(x)

≤
∑

j∈M

[
h̃j(x)

sfs ◦ hj(x)
]α [

h̃j(x)
tft ◦ hj(x)

]β

≤



∑

j∈M

h̃j(x)
sfs ◦ hj(x)




α

∑

j∈M

h̃j(x)
tft ◦ hj(x)




β

= (Gs[fs](x))
α

(Gs[ft](x))
β

= (λ(s)fs(x))
α

(λ(t)fs(x))
β
.

La première inégalité provient de la normalisation qui imposeΨ(x) ≤ 1. La deuxième inégalité
découle simplement de l’inégalité de Hölder5. Siα+ β = 1, avecα, β < 1 alors

∑
|aα

i b
α
i | ≤

(∑
|ai|
)α (∑

|bi|
)β

.

Il y a égalité si|bi| = c |ai|. Toujours grâce à la normalisation effectuéevia Ψ(x). On aλ(αs +

βt) ≤ λ(s)αλ(t)β, ou encore en prenant le logarithmelogλ(αs+ βt) ≤ α logλ(s) + β logλ(t).
La fonctions 7→ logλ(s) est bien concave sur tout intervalle réel[t, s] (1 < t < s).

5En fait l’inégalité de Cauchy-Schwartz suffit ici.
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Dans le cas markovien, la preuve suit les mêmes lignes, si ce n’est que l’on considère plutôt les
fonctions

Ψj(x) =
fj,αs+βt(x)

fj,s(x)
α
fj,t(x)

β
,

pour lesje composantes des vecteurs propresfs, ft etfs+t. Les vecteurs propres sont normalisés
afin que pour toutj ∈ M, |Ψj(x)| ≤ 1. On a encore la chaîne d’inégalités La chaîne d’inégalités
pouri ∈ M

λ(αs+ βt)fαs+βt,j(x) =
∑

j∈M

h̃j|i(x)
αs+βtfαs+βt ◦ hi|j(x)

≤
∑

j∈M

[
h̃j|i(x)

sfs ◦ hj|i(x)
]α [

h̃(x)t
j|ift ◦ h(x)j|i

]β

≤



∑

j∈M

h̃(x)s
j|ifs ◦ hj|i(x)




α

∑

j∈M

h̃(x)t
j|ift ◦ h(x)j|i




β

= (λ(s)fs,i(x))
α (λ(t)fs,i(x))

β .

Toujours grâce à la normalisation, cela suffit à prouver la log-concavité (large) deλ(s) dans le cas
markovien.

Le deuxième lemme caractérise la fonctionλ(s) en cas delog-concavité non stricte.

LEMME 7.23.Si s 7→ logλ(s) n’est pas strictement concave, alors l’opérateur a exactement le
même spectre que celui d’un opérateur correspondant à une source sans mémoire symétrique
(avec des probabilités1r avecr = cardM).

Remarque.Une fonctionf concave sur[a, b] mais non strictement (i.e il existeα ∈ [0, 1] f(αa+
(1 − α)b) = αf(a) + (1 − α)f(b)) est nécessairement affine. Donc la fonctions 7→ logλ(s) est
log-affine.

Preuve.On part des mêmes hypothèses que pour le lemme précédent et ondéfinit de la même
façonΨ(x). La fonctions 7→ logλ(s) étant concave mais pas strictement, il existeα, β positifs
tels queα+ β = 1 pour lesquels

λ(αs+ βt) = λ(s)
α
λ(t)

β
.

On peut à nouveau écrire une chaîne d’inégalités de la façon suivante pour tenir compte cette fois
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des branches inverses de hauteurk (et non pas de hauteur 1 comme auparavant)

λ(αs + βt)kfαs+βt(x) = Gk
s [fαs+βt](x)

=
∑

w∈Mk

h̃w(x)αs+βtfαs+βt ◦ hw(x)

≤
∑

w∈Mk

[
h̃w(x)sfs ◦ hw(x)

]α [
h̃w(x)tft ◦ hw(x)

]β

≤



∑

w∈Mk

h̃w(x)sfs ◦ hw(x)




α

∑

w∈Mk

h̃w(x)tft ◦ hw(x)




β

=
(
Gk

s [fs](x)
)α (Gk

s [ft](x)
)β

=
(
λ(s)

k
fs(x)

)α (
λ(t)

k
fs(x)

)β

.

L’inégalité valable pour toutx ∈ [0, 1]

λ(αs+ βt)kfαs+βt(x) ≤
(
λ(s)

k
fs(x)

)α (
λ(t)

k
fs(x)

)β

devient une égalité si on choisitx0 tel queΨ(x0) = 1. Il s’ensuit que toute la chaîne d’inégalités
devient une chaîne d’égalités pour ce choix (x = x0). Ainsi, de même qu’auparavant on a l’égalité

∑

w∈Mk

h̃w(x)αs+βtfαs+βt ◦ hw(x0) =
∑

w∈Mk

[
h̃w(x)sfs ◦ hw(x0)

]α [
h̃w(x)tft ◦ hw(x0)

]β
,

mais cette fois on considère toutes les branches inverses dede profondeurk fixée. Pour touthw

de hauteur quelconque|w|, on a donc

Ψ(hw(x0)) = 1,

ce qui prouve

Ψ(x) = 1 pour toutx ∈ [0, 1].

L’inégalité de Hölder devient également une égalité donc laquantité

c(|w|, x) =
h̃w(x)sfs ◦ hw(x)

h̃w(x)tft ◦ hw(x)
= h̃w(x)s−t fs ◦ hw(x)

ft ◦ hw(x)

ne dépend que dex et de|w, la hauteur de la branche inverse considérée (ou encore la longueur
du préfixew), et non pas de la branche elle-même. En posant∆s,t(x) = fs(x)

ft(x) , on a l’expression
équivalente

c(|w|, x) = h̃w(x)s−t∆s,t ◦ hw(x) = Gs−t, hw[∆s,t](x).

Soitv = wk. Avechw ethv les branches inverses associées, on écrit

c(|v|, x) = Gk
s−t,hw

[∆s,t](x) = h̃v(x)s−t∆s,t ◦ hv(x) = c(k|w|, x).

Or comme∆s,t est strictement positive sur[0, 1], on a aussi la relation suivante concernant le
spectre deGs,h (en prenant compte de la valeur propre dominante)

(∀x ∈ [0, 1]) α(hw)s−t = lim
k→∞

(
Gk

s−t,hw

[∆s,t](x)
)1/k

= lim
k→∞

c(k|w|, x)1/k.
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On en déduit que pour tous les préfixesw de même longueurρ la quantitéα(w) dépend uni-
quement deρ. De plus, on peut calculer explicitementα(v) pour v = ik (aveci une lettre de
l’alphabetM). En effet

α(v) = h̃v(z⋆),

où h̃v est le prolongement analytique de|hseqv
′| etz⋆ est l’unique point fixe dehv sur[0, 1]. On

remarque immédiatement quez⋆ est également point fixe dehi (et par suite de tous ses itérés). En
effet, si on considèrez0 le point fixe unique dehi, hi(z0) = z0 entraînehv(z0) = hk

i (z0) = z0.
Donc commez⋆ est unique, on az⋆ = z0. On peut alors écrire

(hk
i (z⋆))′ =

k−1∏

m=0

h′i ◦ hm
i (z⋆) = h′i(z

⋆)k.

On en déduit donc queα(v) = αk, oùα est la valeur deα(hi) pour toute branche inversehi de
hauteur 1.

Dans le cas de l’alphabet fini de cardinalr, on peut encore préciser cette constanteα. En effet, on
a pour toutx,r étant également le nombre de branches inverses de hauteur1,

Gk
s−t[∆s,t](x) =

∑

w∈Mk

h̃w(x)s−t∆s,t ◦ hw(x)

=
∑

w∈Mk

c(k, x)

= rkc(k, x).

En tenant compte du comportement dominant deGs, on obtient pour toutx ∈ [0, 1]

λ(s− t) = lim
k→∞

(
Gk

s−t[∆s,t](x)
)1/k

= lim
k→∞

(
rkc(k, x)

)1/k
= rαs−t.

Donc on a pours réel, l’égalité

λ(s) = rαs.

De plus, l’égalitéλ(1) = 1 (valable pour des raisons générales ; cela correspond au casdu trans-
formateur de densité) permet de déterminer

α =
1

r
.

On en déduit l’égalité des spectres avec un opérateur correspondant à une source sans mémoire
symétrique6 B (associé aux probabilités uniformes1

r ) grâce à la formule de la trace. Enfin pours
réel, on obtient

λ(s) = r1−s.

En particulier,logλ(s) = (1 − s) log r est affine.

La preuve s’adapte au cas markovien. Si la valeurλ(s) propre est log-affine, alors la source est
constituée der sources sans mémoire symétriques.

6J’écris ici «un» opérateur, car il y en a2r (correspondant pour chaque branche affine à une pente positive ou négative).
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On peut maintenant démontrer la propriété de log-concavité. Soit 1 < t < s, montrons qu’on a
toujours l’inégalité stricte

λ(s)
t
< λ(t)

s
.

D’après le lemme 7.22, la fonctions 7→ log(λ(s)) est concave. La preuve distingue donc 2 cas,
selon que la concavité est stricte ou large.
(i) la fonctions 7→ log(λ(s)) est strictement concave.Il existek ∈ N tel ques ∈ [t, kt]. Soitα

etβ tels ques = αt+ βkt etα+ β = 1. La stricte concavité def entraîne

f(s) < αf(t) + βf(kt), ou encoreλ(s) < λ(t)
α
λkt

β .

On sait que pourt réel etk entier on aλkt ≤ λ(t)
k. Élevant à la puissancet, on obtient

λ(s)
t
<
(
λ(t)

α
λt

kβ
)t

= λ(t)
t(α+βk)

= λ(t)
s
,

et finalement

λ(s)
t
< λ(t)

s
.

(ii) la fonctions 7→ logλ(s) n’est pas strictement concave.Par conséquent, cette fonction est
affine (voir le remarque après le lemme 7.23)

logλ(s) = (1 − s) log r,

oùr est le nombre de branches de hauteur1. Pour1 < t < s, on a facilement

t logλ(s) = t(1 − s) log r < s(1 − t) log r = s logλ(t).

On conclut que l’inégalité

λ(s)t < λ(t)s

est toujours vraie pour1 < t < s.

Ceci clôt l’étude des propriétés des opérateurs de Ruelle généralisés. Ces propriétés interviennent
dans la détermination du comportement asymptotique des paramètres de tries généraux construits
sur des mots émis par une source dynamique probabilisée.
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Nous pouvons maintenant retourner à l’analyse des paramètres de trie en commençant avec les
paramètres additifs de taille et de longueur de cheminement(avec les variantes liées à l’hybri-
dation). Nous introduisons d’abord les principaux outils,la transformée de Mellin, qui relie les
pôles de la série de Dirichlet et le comportement asymptotique des sommes harmoniques obtenues
pour les paramètres additifs (taille et longueur de cheminement). Nous obtenons alors les résultats
principaux dans le modèle de Poisson. L’étape suivante consiste en une étape de «dépoissonisa-
tion de Dirichlet» qui donne les comportements asymptotiques correspondant dans le modèle de
Bernoulli.
Dans le modèle de Poisson,N est fortement concentré autour de sa moyennez avec une grande
probabilité, si bien que le paramètrez joue un rôle tout à fait similaire à celui du paramètren dans
le modèle de Bernoulli. Il est alors raisonnable d’espérer que les valeurs moyennes de paramètres
dans les deux modèles sont asymptotiquement équivalents. La dépoissonisation asymptotique est
un moyen d’établir de telles équivalences, en supposant deshypothèses supplémentaires.
1. Dépoissonisation de Dirichlet.Elle repose sur l’existence de transformées de Mellin et d’un

principe d’approximation entre les séries de Dirichlet dans les modèles de Poisson et de Ber-
noulli. Cette technique est utilisée dans cette thèse pour l’analyse en moyenne des paramètres
additifs de taille et de longueur de cheminement dans le modèle de Bernoulli : le théorème 8.5
dérive du théorème 8.2, établi dans le modèle de Poisson, de cette façon.

2. Dépoissonisation par méthode de col.Cette technique repose sur des estimations de valeurs
moyennes dans le modèle de Poisson (ou, de façon équivalente, de séries génératrices) pour des
valeurs du paramètrez prise dans le plan complexe, en conjonction avec une analysedu point
de col. Cette technique est utilisée pour l’étude de la distribution du paramètre multiplicatif de

132
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la hauteur dans le modèle de Bernoulli : Le théorème 8.8 dérive ainsi de la version de Poisson
(théorème 8.7).

Le résultat principal ici est que le comportement asymptotique dominant dans le modèle de Pois-
son reste valide dans le modèle de Bernoulli.

8.1 Transformée de Mellin

La transformée de Mellin est la méthode de choix pour obtenirle développement asymptotique de
sommes harmoniques. Elle est constamment utilisée pour étudier le comportement asymptotique
des tries. Nous rappelons les propriétés déjà évoquées dansle cadre classique au chapitre 2 (voir
la monographie [37] pour un traitement extensif). La transformée de Mellin l’application définie
par

g∗(s) :=

∫ ∞

0

g(x) xs−1 dx.

Elle est définie dans la bandeα < Re(s) < β appelée bande fondamentale qui est notée〈α, β〉.
Par exemple, la transformée de Mellin dee−x est la fonction gamma d’EulerΓ(s) et la bande
fondamentale associée est〈0,+∞〉.
Une somme harmonique est une somme de la forme

G(x) =
∑

k∈K

λkg(µkx), (8.1)

où les coefficients{λk} et {µk} sont appelés amplitudes et fréquences, et la fonctiong est la
fonction de base. L’analyse des tries se réduit essentiellement à l’estimation asymptotique de
sommes harmoniques particulières.
Deux principes de l’analyse de Mellin sont utilisées ici (voir [37] pour un traitement détaillé).
(M1) Propriété de factorisation des sommes harmoniques.La transformée d’une somme harmo-

nique définie par (8.1) satisfait

G∗(s) = Ξ(s) · g∗(s), avecΞ(s) =
∑

k∈K

λkµ
−s
k ,

dans l’intersection des bandes de convergence absolue deΞ(s) et deg∗(s).
(M2) Propriété de correspondance.La transformée de Mellin fait correspondre les termes du

développement asymptotique de la fonctionG(x) (ici, typiquement une somme harmonique
issue de (M1) avec les singularités de la transformée de MellinG∗(s). La correspondance est
vraie dans les deux sens et se résume en la règle suivante : Supposons queG∗(s) définie sue une
bande〈α, β〉 admette un prolongement méromorphe sur la bande étendue〈α, γ〉 avecγ ≥ β,
soit analytique sur la droiteRe(s) = γ, et satisfasseG∗(s) = O(|s|−r) pour r > 1 lorsque
Im(s) → ±∞ dansα ≤ Re(s) ≤ γ. Alors chaque terme singulier dans l’expansion locale
deG∗(s) en un pôle de la bande étendue donne un terme correspondant dudéveloppement
asymptotique deG(x) en+∞, selon la traduction :

(
d

(s− ξ)k

)
=⇒

(
(−1)kd

(k − 1)!
x−ξ(log x)k−1

)
, (8.2)

avec un terme d’erreur en

O(x−γ). (8.3)
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L’application jointe des deux règles (M1) and (M2) donne le principe de base de l’analyse asymp-
totique de fonctions harmoniques grâce à la transformée de Mellin :

La transformée de Mellin factorise une somme harmoniqueG(x), de telle façon que
le développement asymptotique de la somme se ramène à l’analyse séparée de deux
ensembles de singularités : celles de la transformée de Mellin de la fonction de base
g∗(s) et celles de la série de Dirichlet associéeΞ(s).

L’analyse de Mellin de sommes harmoniques est souvent conduite dans des situations où :(i) la
transforméeg∗ de la fonction de base est de décroissance exponentielle (cequi est systématique-
ment le cas dès lors que la fonction exponentielle entre en jeu) ; (ii) la série de DirichletΞ(s) est
au plus de croissance polynomiale lorsque|Im(s)| → ∞. Dans ce cas, la transforméeG∗(s) est
de décroissance rapide en±i∞ et l’application de (8.2) est légitime.

L’examen de (8.2) révèle que des pôles complexes entraîne des fluctuations périodiques. Le cadre
d’application s’étend (voir [37]) à toute fonction qui a uneinfinité de pôles dans une bande finie,
à condition que la fonction reste de croissance polynomialeO(|s|−r) avecr > 1 dans la bande
sur un ensemble de parallèles à l’axe des réels mais s’en éloignant vers±i∞. On parle alors
de croissance polynomiale dans le sens «faible» lorsque la fonction ne vérifie la condition de
croissance polynomiale que sur une telle «échelle» verticale. Dans ce cas, il y a superposition de
fluctuations périodiques qui, collectivement, peuvent ou non être périodiques selon que les pôles
disposés sur une droite verticale sont espacés régulièrement.

Lorsque les pôles s’accumulent à droite de la frontièreRe(s) = γ de la bande〈α, γ〉, le paradigme
général de (8.2) et (8.3) nécessite une «retouche». En effet, il n’est pas immédiatement clair que
les fluctuations induites contribuent globalement en un terme qui resteo(x−γ). Or cette situation
apparaît naturellement dans le contexte des sources dynamiques, lorsqu’il y a accumulation de
pôles à droite de la frontièreRe(s) = γ.

PROPOSITION8.1 (ASYMPTOTIQUE «AMÉLIORÉE» DE MELLIN ). Supposons que la transfor-
mée de MellinG∗(s) deG(x) définie dans〈α, β〉 admette un prolongement méromorphe dans
la bande〈α, γ〉 avec γ ≥ β, satisfasseO(|s|−r) avec r > 1 dans le sens «faible» dans
α ≤ Re(s) ≤ γ, et soit méromorphe sur la droiteRe(s) = γ avec seulement un nombre fini
de pôles sur cette droite. Alors on a

G∗(s) ≍
∑

(ξ,k)

dξ,k

(s− ξ)k
=⇒ G(x) =

∑

(ξ,k)

(−1)kdξ,k

(k − 1)!
x−ξ(log x)k−1 + o(x−γ),

lorsquex→ +∞, oùξ parcourt l’ensemble des pôles tels queα ≤ Re(ξ) ≤ γ.

L’expression singulière d’une fonctionΩ(s) dans un domaine est dénotée par ‘≍’. C’est la somme
formelle des expressions singulières locales deΩ(s) en chaque singularité du domaine [37].

Preuve.En soustrayant des fonctions élémentaires deG(x), nous pouvons supposer sans perte de
généralité queG(x) est analytique surRe(s) = γ. (des combinaisons bien choisies d’exponen-
tielles et de monômes enx par exemple, puisque leurs transformées sont de décroissance rapide
en±i∞.) La preuve classique de (8.2) dans (M2) se fait en intégrant sur un large rectangle avec
des cotés verticauxRe(s) = α etRe(s) = γ ; voir [37]. Il faut donc prouver que sur la frontière
droite,

∫ γ+i∞

γ−i∞

G∗(s)x−s ds = o(x−γ).
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Posonss = γ + iu etx = ey. Alors, l’équivalent

x−γ

∫ +∞

−∞

G∗(γ + iu)e−iuy du = o(x−γ)

est vérifié par application du lemme de Riemann-Lebesgue : pour toute fonctionh(u) appartenant
àL1(−∞,+∞), on a

∫ +∞

−∞

h(u)eiuy du = o(1),

lorsquey → ±∞.

8.2 Taille et de la longueur de cheminement (Poisson)

L’analyse de la taille et de la longueur de cheminement est différente selon que l’on considère un
alphabet fini ou infini.

8.2.1 Taille et longueur de cheminement (alphabet fini)

D’après la proposition 7.19 de la section 7.2.5, l’opérateur I − G
〈A〉
s est inversible dans le demi-

planRe(s) > 1. La sérieΛ〈A〉(F, s) y est donc analytique et admet un pôle simple ens = 1.
Selon la périodicité de la source, deux types de résultats doivent être distingués :
(a) Dans le cas périodique,Λ(F, s) admet des pôles sur la droiteRe(s) = 1 qui sont espa-

cés régulièrement sur cette droite et contribuent par des termes périodiques au développement
asymptotique. De plus, il existe une bande verticale〈1 − δ, 1〉 (avec0 < δ < 1) dénuée de
pôles. Cela fournit de bonnes bornes sur les termes d’erreurs.

(b) Dans le cas apériodique, il n’y a pas d’autres pôles sur la droiteRe(s) = 1. Cependant, il peut
y avoir une accumulation de pôles à gauche de la droiteRe(s) = 1. La Proposition 8.1 permet
d’évaluer alors directement la contribution de tels pôles.

THÉORÈME8.2. (PARAMÈTRES ADDITIFS DANS LE MODÈLE DEPOISSON: ALPHABET FINI).
Soit(Pz, S, F ) le modèle de Poisson de paramètrez relatif à une sourceS avec un alphabet fini
et une distribution initialeF .
(i) Dans le cas où la source est apériodique, les valeurs moyennes de la taille et de la longueur
de cheminement d’un trie sont

Ŝ(z) =
1

h(S)
z + o(z), P̂A(z) =

1

h(S)
z log z + z(CA(F, S

γ

h(S)
) + o(z).

Les espérances de la longueur de cheminement des tries-liste et tries-abr sont de la forme

P̂N (z) =
KN(S)

h(S)
z log z + (CN (F, S) +

γ

h(S)
)z + o(z),

oùN peut êtreB ouL pour les versions en arbres binaires de recherche (abr) et enlistes.
(ii) Dans le cas où la source est périodique, les espérances de la taille et de la longueur de
cheminement d’un trie sont

Ŝ(z) =
1

h(S)
z [1 +QA(log z)] + o(z1−δ)

P̂A(z) =
1

h(S)
z log z + z [CA(F, S) +

γ

h(S)
+QA(log z)] + o(z1−δ).
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Les espérances de la longueur de cheminement pour les tries-liste et tries-abr sont de la forme
(oùN peut êtreB ouL)

P̂N (z) =
KN (S)

h(S)
z log z + z [CN (F, S) +

γ

h(S)
+QN (log z)] + o(z1−δ).

La fonctionQN (u) dépend de la sourceS et est de très faible amplitude ;δ est une constante po-
sitive, satisfaisant0 < δ < 1, qui est déterminée par la région sans pôles deΛ(F, s) à gauche de
la droite Re(s) = 1. Les constantesKN (S) ne dépendent pas de la distribution initiale contrai-
rement aux constantesCN (F, S).

Preuve.Les expressions données dans le théorème 6.14 sont des sommes harmoniques où la fonc-
tion exponentielle est présente. La transformée de Mellin de e−x est la fonction gammaΓ(s) qui
possède des singularités en chaque entier négatif. Les séries de Dirichlet de ces sommes harmo-
niques sont de la formeΞ(s) = Λ〈.〉(F,−s), où Λ〈.〉(F, s) est la série de Dirichlet des mesures
fondamentales associée.

De façon plus précise, les expressions du théorème 6.14 admettent les transformées de Mellin
suivantes (les bandes fondamentales sont également précisées dans chaque cas) :
– Taille.

mellin(Ŝ(z), s) = −Λ〈A〉(F,−s)(s+ 1)Γ(s), s ∈ 〈−2,−1〉 .

– Longueur de cheminement.

mellin(P̂A(z), s) = −Λ〈A〉(F,−s)Γ(s+ 1), s ∈ 〈−2,−1〉 .

– Longueur de cheminement :

mellin(P̂L(z), s) = −Λ〈L〉(F,−s)Γ(s+ 1), s ∈ 〈−2,−1〉 pour les tries-listes

mellin(P̂B(z), s) = −Λ〈B〉(F,−s)Γ(s), s ∈ 〈−2,−1〉 pour les tries-abr.

Toutes ces transformées se prolongent en des fonctions méromorphes dans une bande plus large à
droite de la droiteRe(s) = −1 de façon convenable pour l’analyse de Mellin.

Concernant la condition de croissance, la fonctionΓ(s) est de décroissance exponentielle

|Γ(σ + it)| ∼
√

2π |t|σ−1/2 e−π|t|/2 (t→ +∞), (8.4)

tandis que les différentes séries de DirichletΛ〈·〉(F,−s) sont de croissance modérée sur toute
bande verticale〈−2,−a〉 aveca > 1. Par exemple, la sérieΛ〈A〉(F, s) admet la formule intégrale
suivante, vraie pourRe(s) > 1 :

Λ〈A〉(F, s) = s

∫ ∞

0

W (x)e−sxdx, avecW (x) =
∑

uw≥e−x

1.

Cela entraîne, pourRe(s) = σ < −1,

|Λ〈A〉(F,−s)| ≤ |s|
∫ +∞

0

W (x)eσx = |s| Λ〈A〉(F,−σ)

σ
,

qui est de croissance modéréeO(|s|) sur la bande finie〈−2,−a〉 (a > 1).
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À partir des propriétés deGs, l’expression singulière deΛ〈A〉(F, s) ens = 1 s’écrit

Λ〈A〉(F, s) ≍ −1

λ′(1)

1

s− 1
+ CA(F, S) (s = 1).

Dans le cas des tries hybrides (en liste ou en abr), les expressions (7.18), (7.17) dans le cas de
base, (7.21), (7.22) pour le cas Markovien, en prenant compte des valeurs particulières données
dans la proposition 7.15, impliquent, pour l’expression singulière deΛ〈N〉(F, s) ens = 1

Λ〈N〉(F, s) ≍ −1

λ′(1)

KN(S)

s− 1
+ CN (F, S) (s = 1). (8.5)

Les constantes peuvent être explicitées en fonctions des objets spectraux dominants deGs en
s = 1. Si l’on reprend la notation utilisée en (7.32)

Gk
s = λ(s)k Ps + Nk

s

où Ps est la projection sur le sous-espace propre dominant, etNs est un opérateur relatif au
reste du spectre (l’opérateurNs a donc un rayon spectral strictement inférieur à la valeur propre
dominanteλ(s)). La projectionPs sur le sous-espace dominant s’écrit encore

Ps[G](x1, . . . , xm) = Es[G] Ψs(x1, . . . , xm),

où Ψs est la fonction propre dominante deGs, etEs une forme linéaire. Les opérateurs inter-
viennent avec la valeurs = 1 et on sait d’après la proposition 7.15 queE1[H

〈N〉
1 [F ] = 1.

L’équation (8.5) peut être davantage précisée. Les deux premiers termes de l’expression singulière
pour(I − Gs)

−1 ens = 1 sont

(I − Gs)
−1[G] ≍ Ψ1

1 − λ(s)
+ (I − N1)

−1[G], (s = 1).

Les constantesKN (S) dépendent uniquement des «mesures fondamentales uniformes» de profon-
deur 1, notéesu⋆

i et de la valeur de la fonction propre dominanteΨ1 aux extrémités des intervalles
fondamentaux de profondeur 1.

Note.Pour le cas le plus simple (trie ordinaire) on a

G
〈A〉
1

k
= Ψ〈A〉(0, 1) + Nk

1(0, 1) =
∑

w∈Mk

uw = 1,

ce dont on déduitΨ〈A〉(0, 1) = 1 etN〈A〉
1 = 0.

Par exemple, dans le cas d’une source dynamique de base avec un codage monotone (croissant ou
décroissant), on a

KA(S) = 1,

KL(S) =
∑

i

U⋆
[>i] Ψ

〈L〉
1 (h−i , h

+
i , h

+
r ), KB(S) = 2

∑

i<j

u⋆
i u

⋆
j

U⋆
[i,j]

Ψ
〈B〉
1 (h−i , h

+
i , h

−
j , h

+
j ).

Les fonctionsL〈L〉
1 etL〈B〉

1 sont définies à l’aide de la fonction de densitéF

L
〈L〉
1 (x1, x2, x3) =

∣∣∣∣
F (x2) − F (x3)

x2 − x3

∣∣∣∣

L
〈B〉
1 (x1, x2, x3, x4) =

∣∣∣∣
F (x1) − F (x2)

x1 − x2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
F (x3) − F (x4)

x3 − x4

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

x1 − x4

F (x1) − F (x4)

∣∣∣∣ .
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Les réelsh+
i et h−i pour i ∈ M dénotent les extrémités de l’intervalle fondamental de niveau 1

correspondant à la branche inversehi (et sont définis à l’équation (7.16) pour un codage croissant
ou décroissant).

Les constantesCN (S) font de plus rentrer en compte les objets spectraux sous-dominants pour
s = 1.

CA(S, F ) =
λ′′(1)

(λ′(1))2
+ 1

CL(S, F ) =
λ′′(1)

(λ′(1))2

∑

i

U⋆
[>i]Ψ

〈L〉
1 (h−i , h

+
i , h

+
r ) + (I − N

〈L〉
1 )−1 [L

〈L〉
1 ](h−i , h

+
i , h

+
r )

CB(S, F ) = 2
λ′′(1)

(λ′(1))2

∑

i<j

u⋆
i u

⋆
j

U⋆
[i,j]

Ψ
〈B〉
1 (h−i , h

+
i , h

−
j , h

+
j )

+ 2
∑

i<j

u⋆
i u

⋆
j

U⋆
[i,j]

(I − N
〈B〉
1 )−1[L

〈B〉
1 ](h−i , h

+
i , h

−
j , h

+
j ).

Dans le cas Markovien, les formules sont similaires mais doivent prendre en compte les compo-
santes du vecteur propreΨ1. (voir les équations (7.21) et (7.22)). Par exemple pour le trie ABR,
on a

KB(S) = 2
∑

ℓ,i,j
i<j

u⋆
i|ℓu

⋆
j|ℓ

U⋆
[i,j]|ℓ

teℓΨ
〈B〉
1 (h−i|ℓ, h

+
i|ℓ, h

−
j|ℓ, h

+
j|ℓ),

CB(S, F ) = 2
λ′′(1)

(λ′(1))2

∑

ℓ,i,j
i<j

u⋆
i|ℓu

⋆
j|ℓ

U⋆
[i,j]|ℓ

λ′′(1)

(λ′(1))2
teℓΨ

〈B〉
1 (h−i , h

+
i , h

−
j , h

+
j )

+ 2
∑

ℓ,i,j
i<j

u⋆
i|ℓu

⋆
j|ℓ

U⋆
[i,j]|ℓ

(I − teℓN
〈B〉
1 )−1[L

〈B〉
1 ](h−i , h

+
i , h

−
j , h

+
j ).

Par ailleurs la fonctionΓ(s) admet les expressions singulières

Γ(s) ≍ −1

s+ 1
+ γ − 1 (s = −1), Γ(s+ 1) ≍ 1

s+ 1
− γ (s = −1).

La preuve peut être complétée grâce aux équations (7.18) et (7.17) combinées avec un calcul de
résidu.

Dans le cas d’une source périodique, les fluctuations observées pour la taille peuvent être du
même ordre de grandeur que le terme asymptotique dominant, tandis que les fluctuations pour
la longueur de cheminement sont toujours d’un ordre de grandeur inférieur par rapport au terme
asymptotique dominant.

8.2.2 Taille et longueur de cheminement (alphabet infini)

Dans de l’alphabet infini, la série des «mesures fondamentales uniformes» de profondeur 1
peuvent amener d’autres singularités. Ainsi les longueursde cheminement des tries hybrides ne
restent pas toujours d’ordrez log z.
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Nous considérons trois séries de Dirichlet :

L(s) :=
∑

i<j

u⋆
j u

⋆s−1
i , B(s) :=

∑

i<j

u⋆
j u

⋆
i

(u⋆
i + · · · + u⋆

j )
2−s

, A(s) =
∑

i

u⋆
i
s.

La dernière série est exactement la série de DirichletΛ
〈A〉
1 (1, s). Par hypothèse(d3) de la défi-

nition 1, il existeγ < 1 tel que cette série soit convergente pourRe(s) > γ. Puisque les objets
spectraux dominantsΨs etEs sont strictement positifs pours réel, la singularité dominante de
Λ〈L〉(F, s) est ens = max(1, sL) oùsL est la singularité dominante deL(s). De même, la singu-
larité dominante deΛ〈B〉(F, s) est située ens = max(1, sB) où sB est la singularité dominante
deB(s).

Cette discussion nous permet d’affirmer :

PROPOSITION8.3. (PARAMÈTRES ADDITIFS, MODÈLE DE POISSON, ALPHABET INFINI ).
(i) L’espérance de la longueur de cheminement des tries-abr esttoujours de la forme

P̂B(z) = O(z log z).

(ii) Pour tout réel1 < δ < 2, il existe une source dynamique pour laquelle la valeur moyenne de
la longueur de cheminement des tries-liste est de la forme

P̂L(z) = Θ(zδ).

Preuve. (i) D’après une idée de S. Janson [58] : En sommant pourj > i les relations, vraies
pourRe(s) = σ < 1,

u⋆
j

(u⋆
i + · · · + u⋆

j )
2−σ

≤
∫ u⋆

i +···+u⋆
j

u⋆
i +···+u⋆

j−1

dt

t2−σ
,

on obtient pourσ = Re(s) < 1

|B(s)| ≤
∑

i

u⋆
i

∫ 1

u⋆
i

dt

t2−σ
=

1

σ − 1

∑

i

(u⋆
i − u⋆σ

i ) =
A(1) −A(σ)

σ − 1
.

La quantitéB(s) est bien définie pourγ < Re(s) < 1, et puisqueA′(1) existe,B(s) est aussi
bien définie sur la droiteRe(s) = 1. Finalement, l’inégalité|B(s)| ≤ B(1) pourRe(s) > 1
entraîne queB(s) est bien définie pourRe(s) > γ. Donc la singularité dominantesB est
strictement inférieure à 1 et l’ordre du terme dominant pourla longueur de cheminement du
trie-abr reste enO(z log z).

(ii) On a la relationsB ≤ sL ≤ 2. En effet, l’inégalitéu⋆
i ≤ (u⋆

i + · · · + u⋆
j ) implique que

B(s) ≤ L(s) pours réel,s < 2.
Si u⋆

i = Θ(i−α) avec1 < α < 2, alorssL = 2/α. Dans ce cas, la sérieL(s) a son terme
général enΘ(i−ρ) avecρ = α(s− 1) + α− 1.

Une telle différence dans les ordres de grandeur des comportements asymptotiques des tries-
tableau, trie-liste, tries-abr apparaît par exemple pour une source sans mémoire d’alphabet infini
avec les des probabilitésp(α)

k d’émettre leke symbole

p
(α)
k = ζ(α)−1k−α, α > 1,
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oùζ(s) est la fonction zeta de Riemann, etα est un paramètre de la distribution. Cette distribution
possède une queue de distribution «douce» (le casα = 2 est relativement similaire à l’exemple
de la source en fraction continue qui sera étudié plus en détail au chapitre 9).

En conclusion, les tries-ABR assurent contrairement à leurs homologues en liste que le surcoût
apporté au niveau de la longueur de cheminement par l’hybridation est du même ordre de grandeur
que celui de la longueur de cheminement dans un trie abstrait. L’utilisation de listes peut rendre
ce surcoût dominant en ordre de grandeur !

8.3 Dépoissonisation de Dirichlet

La transformée de Mellin est idéale pour traiter le cas de sommes harmoniques. La somme relative
à la longueur de cheminement dans les tries-tableau

F (x) =
∑

w∈M∗

uw

(
1 − e−xuw

)
, (8.6)

est un exemple type. Par dépoissonisation algébrique (6.7), (6.8), le modèle de Bernoulli conduit
à des sommes dont l’exemple correspondant à (8.6) est

G(x) =
∑

w∈M∗

uw (1 − (1 − uw)x) (8.7)

(avecx = n−1 ; voir le théorème 6.15). La détermination du comportement asymptotique de (8.7)
est alors plus complexe que dans le cas de (8.6).

L’approche développée ici s’appuie sur l’approximation directe des singularités d’une série de
Dirichlet (celle associée au modèle de Bernoulli) par les singularités d’une série plus simple (celle
correspondant au modèle de Poisson). Cette approche, appeléedépoissonisation de Dirichlet, est
brièvement introduite et utilisée pour l’analyse de la recherche multidimensionnelle, mais sans
grande justification dans [40]. Le résultat suivant synthétise le principe de la dépoissonisation de
Dirichlet.

PROPOSITION8.4 (DÉPOISSONISATION DEDIRICHLET). Soit uw → 0 avecuw positif. On
définit deux séries de Dirichlet

Ω(s) =
∑

w∈M∗

us
w
, Ω̃(s) =

∑

w∈M∗

(
log

1

1 − uw

)s

.

Supposons queΩ(s) ait un domaine de convergence non vide, admette un prolongement méro-
morphe au plan complexeC, et soit de croissance polynomiale dans toute bande verticale finie
dans le sens faible. Alors les mêmes propriétés sont également vérifiées par̃Ω(s). De plus, les
singularités deΩ et celles dẽΩ sont reliées par

Sing(Ω̃) ⊆ {s− k | s ∈ Sing(Ω) etk ∈ N} ,

et les expressions singulières deΩ(s) et Ω̃(s) sont reliées par

Ω̃(s) ≍ Ω(s) + c1(s)Ω(s+ 1) + c2(s)Ω(s+ 2) + · · · , (8.8)

où

cj(s) = [xj ] exp

[
s log(

1

x
log

1

1 − x
)

]
. (8.9)
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(Le terme «faible» fait à nouveau référence au fait que la croissance doit être contrôlée seulement
sur certaines parallèles à l’axe des réels et s’en éloignantvers±i∞.)

Preuve.Nous allons justifier la succession de transformations formelles,

Ω̃(s) ≈
∑

w∈M∗

us
w

exp
(
s log

(
1 + 1

2uw + 1
3u

2
w

+ · · ·
))

≈
∑

w∈M∗

us
w

exp
(
s
(

1
2uw + 5

24u
2
w

+ · · ·
))

≈
∑

w∈M∗

us
w

(
1 + 1

2suw + ( 5
24s+ 18

s2 )u2
w

+ (1
8s+ 5

48s
2 + 1

48s
3)u3

w
+ · · ·

)

≈ Ω(s) + c1(s)Ω(s+ 1) + c2(s)Ω(s+ 2) + · · · .

Soitσ0 l’abscisse de convergence deΩ(s). On fixe également un entierm qui permettra de contrô-
ler l’ordre de grandeur du développement.

Prolongement analytique.Dans un premier temps, nous cherchons à transformerΩ(s) de façon
à assurer l’existence du prolongement analytique, mais nous ne nous inquiéterons pas d’unifor-
mité par rapport à la variables. Supposons queRe(s) > σ0. D’abord, siuw → 0, on écrit le
développement de Taylor

log

(
1

u
log(1 − u)−1

)
= D(u) +O(um+1) (u→ 0),

Pour un polynôme expliciteD de degrém. On a donc

Ω̃(s) =
∑

w∈M∗

us
w

[uw log
1

1 − uw

]s =
∑

w∈M∗

us
w

exp(sD(uw)) · exp(O(um+1
w

)).

Mais, on l’équivalent suivant

exp(O(um+1)) = 1 +O(um+1) (u→ 0),

permet de montrer que

∆(s) := Ω̃(s) −
∑

w∈M∗

us
w

exp(sD(uw)) (8.10)

possède un terme général qui décroît commeO(uσ+m+1
w

), oùσ = Re(s). La fonction∆(s) est
en particulier analytique pourRe(s) ≥ σ0 −m.

À présent, examinons la somme

Ω1(s) =
∑

w∈M∗

us
w

exp(sD(uw)),

pour laquelle on a

exp(sD(u)) = 1 + c1(s)u + c2(s)u
2 + · · · + cm(s)um +O(um+1),

où lescj sont obtenues grâce à l’équation (8.9). En effet, pour touts, la quantitésD(u) reste dans
un voisinage de0 et on peut considérer le développementexp(v) = 1 + v + · · · + O(vm+1).
Ainsi, la différence

∆1(s) = Ω1(s) − (Ω(s) + c1(s)Ω(s+ 1) + · · · + cm(s)Ω(s+m)) (8.11)
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possède un terme général qui décroît commeuσ+m+1. Elle est donc analytique surRe(s) ≥
σ0 −m. Les équations (8.10) et (8.11) montrent finalement que

Ω̃(s) = ∆(s) + ∆1(s) + (Ω(s) + c1(s)Ω(s+ 1) + · · · + cm(s)Ω(s+m))

définie au départ pourRe(s) > σ0 est méromorphe pourRe(s) ≥ σ0 −m.

Maintenant, en faisant varierm, le caractère méromorphe deΩ̃(s) sur le plan complexe est prouvé.
De plus, les singularités dẽΩ sont celles deΩ «décalées» de0, 1, 2, . . . , et l’expression singu-
lière (8.8) est justifiée.

Croissance.Il reste à examiner la croissance deΩ̃(s) lorsqueIm(s) → ±∞. Revenons sur la
preuve précédente en prenant davantage en compte l’uniformité par rapport às. Nous supposons
queRe(s) < σ0 +1, puisque c’est le prolongement à gauche qui nous intéresse.L’idée principale
réside dans la relation

exp(sO(um+1)) − 1 =

{
O(1) = O(|s|um+1) si |s|um+1 > 1

O(|s|um+1) si |s|um+1 ≤ 1.
(8.12)

La première ligne se justifie par le fait queu est réel et queRe(s) majoré. Nous avons alors une
borneO(1) à laquelle on substitue la majoration moins préciseO(|s|um+1). La seconde ligne
dérive du développement usuel de la fonctionex − 1 en 0. En conséquence, la fonction∆(s)
définie dans l’équation (8.10) estO(|s|) pourRe(s) ≥ σ0 −m.

De façon similaire à (8.12), on obtient une version uniformede (8.10) en séparant les deux cas
|s|u > 1 et |s|u ≤ 1,

exp(sD(u)) = 1 + c1(s)u+ c2(s)u
2 + · · · + cm(s)um +O(|s|m+1um+1).

Il en résulte que∆1(s) est, pourRe(s) ≥ σ0 −m, de croissance au plusO(|s|m+1). Ainsi, Ω̃(s)
est une somme de fonctions de la formecj(s)Λ(s+ j) et de fonctions analytiques∆(s) + ∆1(s)

qui sontO(|s|m+1). La fonctionΩ̃(s) est donc de croissance polynomiale faible pourRe(s) ≥
σ0 −m. Le résultat est démontré puisquem peut être choisi arbitrairement.

L’argument s’adapte à des séries de Dirichlet plus générales

Ω(s) =
∑

w∈M∗

λwu
s
w
, Ω̃(s) =

∑

w∈M∗

λw

(
log

1

1 − uw

)s

,

avecλw > 0, et la propriété établie dans la proposition 8.4 reste vraie.

8.4 Taille et la longueur de cheminement (Bernoulli)

Le principe de dépoissonisation de Dirichlet montrent que les nouveaux pôles induits sont à une
distance au moins un des pôles dans le modèle de Poisson. Par conséquent, les développements
asymptotiques du théorème 8.2 restent valides.

THÉORÈME8.5. (COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DANS LE MODÈLE DEBERNOULLI : AL -
PHABET FINI). Dans le modèle de Bernoulli de paramètren et pour une source avec un alphabet
fini, les équivalents enO(n) pour la taille moyenne des tries etO(n logn) pour les diverses
longueurs de cheminement sont toujours vérifiés. Les expressions données dans le théorème 8.2
restent valides si l’on remplace le paramètre du modèle de Poissonz par le paramètren du modèle
de Bernoulli.

Il est également possible d’étendre la proposition 8.3 dansle modèle de Bernoulli.
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8.5 Analyse asymptotique de la hauteur (Poisson)

Enfin, nous considérons le dernier paramètre, la hauteur. Nous commençons par nous ramener à
une somme harmonique à partir de laquelle nous pourrons facilement analyser le comportement
asymptotique dans le modèle de Poisson. Puis nous appliquerons la méthode de col pour obtenir
le résultat dans le modèle de Bernoulli.

8.5.1 Approximation double exponentielle

L’espérance de la hauteur dans le modèle de Poisson de paramètre z, une sourceS, et une distri-
bution initialeF , s’exprime sous la forme de la somme infinie (voir théorème 3):

E[h;Pz, S, F ] =

∞∑

k=0

(1 − πk(z)) , avecπk(z) =
∏

w∈Mk

(1 + zuw)e−zuw (8.13)

L’analyse de Mellin ne permet pas de traiter directement unetelle somme. Mais moyennant
une approximation, on peut se ramener une somme harmonique.En effet, la propriété de quasi-
puissance de la proposition 7.14 fournit une constanteρ définie par

ρ := lim
k→∞

Λ
〈A〉
k (F, 2)

λ(2)k
. (8.14)

Le résultat suivant donne d’abord une approximation de la distributionπk(z) qui est la probabilité
dans le modèle(Pz, S, F ) que le trie construit soit de hauteur au plusk.

PROPOSITION8.6.La distribution de la hauteur du trie dans le modèle de Poisson admet une
approximation double exponentielle : les deux suites de fonctions

πk(z) =
∏

w∈Mk

(1 + zuw) e−zuw , π̂k(z) := exp

(
−ρz

2

2
λ(2)k

)
,

satisfont pour toutz > 0
∑

k≥0

|πk(z) − π̂k(z)| = o(1).

Preuve.Nous utilisons le fait quelog πk(z) est une somme harmonique avec une série de Dirichlet
associéeΛ〈A〉

k (F, s) et procédons en deux étapes.

Première étape.D’abord, nous comparonsπk(z) avecπ̃k(z) où

π̃k(z) =
∏

w∈Mk

exp

(
−z

2u2
w

2

)
= exp



−z
2

2

∑

w∈Mk

u2
w



 ;

On rappelle queλ(s) est la valeur propre dominante (pours réel) commune à tous les opérateurs
de Ruelle introduits dans cette thèse. Soit un nombred dans l’intervalle

]
3

| logλ(3)| ,
2

| logλ(2)|

[

et posons

κ(z) := ⌊d log z⌋ .
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Pour l’analyse de la hauteur, la propriété de log-concavitéde la fonctionλ(s) intervient. En effet
l’existence ded est justifiée par l’inégalité stricte

logλ(2)

logλ(3)
<

2

3
,

qui est un cas particulier de la proposition 7.21.

Il existe des nombres positifsǫ, ǫ′ et ̺ ∈ [0, 1[ tels que les trois propriétés suivantes soient véri-
fiées :

(C1) : z2λ(2)κ(z) ≥ zǫ (C2) : z3λ(3)κ(z) ≤ z−ǫ′, (C3) : (∀h, |h| ≥ κ(z)) zuw ≤ ̺.
(8.15)

La somme dans (8.13) est coupée en deux parties à l’indiceκ(z).

(i) Les indices du début.Nous considérons la partie de la somme pour les indicesk ≤ κ(z).
L’inégalité (vraie pourx ≥ 0)

exp

(
−x

2

2

)
≤ (1 + x)e−x ≤ exp

(
− x2

2(1 + x)

)

implique que

|π̃k(z) − πk(z)| ≤ exp


−z

2

2

∑

w∈Mk

u2
w


− exp


−z

2

2

∑

w∈Mk

u2
w

1 + zuw


 .

Définissant la suite

Bk =
1

2

∑

w∈Mk

u2
w

1 + zuw

,

et utilisant l’inégalité

∑

i∈I

a2
i

1 + ai
≤ s2

1 + s

valable pour toute suite positive(ai)i∈I dont la somme ests, nous en déduisons que la suiteBk

est décroissante. Avec le théorème des accroissements finis, on obtient l’inégalité

|π̃k(z) − πk(z)| ≤ z3 exp
(
−z2Bκ(z)

)
.

Dès lors, la propriété(C3) de l’indiceκ(z), la propriété de quasi-puissance, et enfin la propriété
(C1) de l’indiceκ(z) montrent l’inégalité

∑

k≤κ(z)

π̃k(z) − πk(z) ≤ κ(z) z3 exp (−dzǫ) = o(1). (8.16)

(ii) Les indices de la fin.La deuxième partie de la somme, relative àk > κ(z) est égalemento(1).
En effet, l’inégalité

πk(z) − π̃k(z) ≤ log πk(z) − log π̃k(z)
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et les relations

log πk(z) ≤
∑

w∈Mk

(
− (zuw)2

2
+

(zuw)3

3

)
, log π̃k(z) = −

∑

w∈Mk

(zuw)2

2
,

entraînent que

|πk(z) − π̃k(z)| ≤ z3
∑

w∈Mk

u3
w
.

Une fois encore, la propriété de quasi-puissance ens = 3 et la propriété(C2) de l’indiceκ(z)
donnent les inégalités suivantes

∑

k≥κ(z)

|πk(z) − π̃k(z)| ≤ d0z
3
∑

k≥κ(z)

λ(3)k = d0z
3 λ(3)κ(z)

1 − λ(3)
≤ z−ǫ′ = o(1). (8.17)

Deuxième étape.La distributionπ̃k(z) dans le modèle de Poisson admet une bonne approximation
de la formêπk(z) = exp (−ρ z2

2 λ(2)k). La propriété de quasi-puissance entraîne une fois encore
l’existence de deux constantesd1 etd2 vérifiant les deux inégalités

∣∣∣∣∣∣

∑

w∈Mk

u2
w
− ρλ(2)k

∣∣∣∣∣∣
≤ d1 ν

k,
∑

w∈Mk

u2
w

≥ 2d2 λ(2)k,

oùν est strictement comprise entre la valeur propre dominanteλ(2) et le moduleµ(2) de la valeur
propre sous-dominante de l’opérateurG2. Ainsi, on aboutit avec l’inégalité des accroissements
finis à

∣∣∣∣∣∣

∑

k≥0

π̃k(z) − π̂k(z)

∣∣∣∣∣∣
≤
∑

k≥0

|π̃k(z) − π̂k(z)| ≤ d1
z2

2

∑

k≥0

νk exp

(
−d2

z2

2
λ(2)k

)
.

Par des moyens élémentaires ou en utilisant la transformée de Mellin, on obtient alors que

z2
∑

k≥0

νk exp

(
−d2

z2

2
λ(2)k

)
= o(1). (8.18)

Finalement, les équations (8.16), (8.17) et (8.18) entraînent le résultat.

8.5.2 Distribution de la hauteur dans le modèle de Poisson

Les équations (8.16), (8.17) et (8.18) fournissent la distribution asymptotique de la hauteurĥz

dans le modèle(Pz, S, F ), puisque ces équations garantissent

lim
z→∞

sup
k≥0

∣∣∣∣Pr [ĥz < k] − exp (−ρz
2

2
λ(2)k)

∣∣∣∣ = 0.

La somme harmonique, approximation de la hauteur moyenne dans le modèle de Poisson, s’écrit

D(z) =
∞∑

k=0

(
1 − e−ρ z2

2 λ(2)k
)
,
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et a pour transformée de Mellin

D∗(s) = − 1
2 (ρ/2)

−s/2 Γ(s/2)

1 − λ(2)
−s/2

.

La bande fondamentale est〈−2, 0〉, et l’expression singulière ens = 0 est

D∗(s) ≍ − 2

logλ(2)

1

s2
+

[
γ + log ρ− log 2

logλ(2)
− 1

2

]
1

s
(s = 0).

Par ailleurs, l’existence de pôles régulièrement espacés sur la droiteRe(s) = 0 correspondant aux
solutions de

λ(2)s/2 = 1,

entraînent l’existence de fluctuations périodiques. Ces fluctuations sont de faible amplitude du
fait de la décroissance exponentielle de la fonctionΓ(s) lorsque l’on s’éloigne de l’axe réel (voir
l’équation (8.4)).

THÉORÈME8.7 (HAUTEUR ASYMPTOTIQUE DANS LE MODÈLE DEPOISSON). Dans le modèle
de Poisson de paramètrez relatif à une sourceS avec une distribution initialeF , la valeur
moyenne de la hauteur est

Ĥ(z) =
2

| logλ(2)| log z +QF (log z) −
(
γ + log ρ− log 2

log λ(2)
− 1

2

)
+ o(1),

où ρ est une constante positive dépendant de la source dynamiqueprobabilisée(S, F ) etQF (u)
est une fonction périodique d’amplitude très petite.
De plus, la distribution asymptotique de la hauteur est de type double exponentiel,

lim
z→∞

sup
k≥0

∣∣∣Pr{ĥz < k} − exp [−ρz2λ(2)
k
]
∣∣∣ = 0.

8.6 Hauteur dans le modèle de Bernoulli

Nous rappelons les notations du théorème 6.17. La quantitéπk,n désigne la probabilité qu’un trie
construit sur unn-uplet de mots aléatoires produits par une source dynamiqueprobabilisée ait une
hauteur au plusk. La fonction génératrice exponentielleΠk(z) desπk,n

Πk(z) :=
∑

n

πk,n
zn

n!
, s’écritΠk(z) :=

∏

w∈Mk

(1 + zuw) .

Dans le cas d’une source sans mémoire, on peut poursuivre l’analyse en utilisant la méthode du
point de col [33, 44] et elle devient même complètement élémentaire dans le cas de tries binaires
symétriques (cf. [71]). Nous proposons de suivre précisément la même approche afin d’analyser
la hauteur dans le cas d’une source dynamique générale. Le cadre général de la «dépoissonisation
par la méthode de col» est présenté dans un article de Jacquetet Szpankowski [57].
Formellement, l’idée est la suivante : On part de la formule intégrale de Cauchy

πk,n =
n!

2iπ

∫

γ

Πk(z)
dz

zn+1
,
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où γ est une courbe simple orientée positivement entourant l’origine. Puisque, pour toutx ∈
[0,+∞[ et tout entierm fixé, on a

log(1 + x) =
x

1
− x2

2
+
x3

3
− · · · + (−1)m−1 x

m−1

m− 1
+O(xm),

la transformation «exp-log» appliquée sous le signe intégral donne

Πk(z) = exp
∑

w∈Mk

log(1 + zuw)

= exp



z
∑

w∈Mk

uw − z2

2

∑

w∈Mk

u2
w

+
z3

3

∑

w∈Mk

u3
w
− · · · +O(zm

∑

w∈Mk

um
w

)



 ,

(8.19)

où les sommes sont prises sur les mots de longueurk. En ne retenant que les deux premiers termes
dans (8.19), on peut espérer, au moins pour des valeurs convenables dek, l’approximation suivante

πk,n ≈ n!

2iπ

∫

γ

exp

(
−z

2

2

∑
u2

w

)
ez dz

zn+1
. (8.20)

Cela peut être vu comme une perturbation de la formule intégrale de Cauchy appliquée àez. La
formule de Cauchy donnant le coefficient d’une série génératrice exponentiellêg(z) est

gn = n! [zn] ĝ(z) = n!
1

2iπ

∫

γ

ĝ(z) dz

zn+1
.

Il est bien connu qu’une intégrale comme celle de l’équation(8.20) peut être estimée grâce à la
méthode de col [20, 43] qui consiste en deux étapes
(i) intégrer sur le cercle|z| = n (une approximation du point de col) ;
(ii) observer que la contribution est concentrée sur un petit secteurneiθ avec|θ| ≤ θ0 et θ0 =
n−1/2+α pour toutα tel que0 < α < 1

6 (cette condition permet d’assurer simultanément que
nθ20 → +∞ tandis quenθ30 → 0) ;

(iii) enfin, réduire l’intégrale asymptotiquement à une intégrale Gaussienne complète qui peut
être évaluée.

Dans le cas deez, c’est bien sûr une des façons standard d’obtenir la formulede Stirling pour
1/n!. Si nous considérons le termeexp(−z2

∑
|w|=k u

2
w

) comme presque constant sur la petite
partie du contour d’intégration qui importe, nous sommes conduits aux approximations

πk,n ≈ n!

2iπ
exp

(
−n

2

2

∑
u2

w

)∫

γ0

ez dz

zn+1

≈ exp

(
−n

2

2

∑
u2

w

)
(8.21)

≈ exp

(
−ρn

2

2
λ(2)k

)
, (8.22)

étant donné l’intégrale de col deez/zn+1, de la formule de Stirling pour (8.21), et les résultats
relatifs aux intervalles fondamentaux pour (8.22). L’estimation (8.22) n’est rien d’autre que l’ap-
proximation double exponentielle de la distribution, déjàrencontrée dans le modèle de Poisson.
La constanteρ déjà définie dans (8.14) intervient également.



8.6. Hauteur dans le modèle de Bernoulli 148

THÉORÈME8.8 (HAUTEUR ASYMPTOTIQUE DANS LE MODÈLE DEBERNOULLI). Dans le mo-
dèle de Bernoulli de paramètren relatif à une sourceS avec une distribution initialeF , l’ap-
proximation uniforme double exponentielle reste valide enremplaçant le paramètrez du modèle
de Poisson par le paramètren du modèle de Bernoulli

Pr{Hn ≤ k} = exp(−ρn
2

2
λ(2)k)(1 + o(1))

oùρ est une constante positive dépendant de la source dynamiqueprobabilisée(S, F ).

Preuve.Nous expliquons plus rigoureusement les arguments exposésplus haut. Soitα une petite
constante avec0 < α < 1

6 . On pose

θ0 = n−1/2+α, γ = {neiθ
∣∣ |θ| ≤ π}, γ0 = {neiθ

∣∣ |θ| ≤ θ0}.

On doit distinguer deux domaines de variation dek avec une frontièreκ1(n) qui est définie par

κ1(n) = ⌊d logn⌋ ,

pour une constanted choisie afin de satisfaire les contraintes suivantes qui ne sont que des raffi-
nements des contraintes rencontrées lors de l’étude dans lemodèle de Poisson (voir (8.15)).

Il existeǫ > 0 pour lequel les conditions suivantes sont vérifiées :
(C1) d < 2/| logλ(2)|, ce qui assure que pourk = κ1(n), le termen2λ(2)k est

exactementΘ(nǫ).
(C2) d > 2/| log ν|, où ν est strictement compris entre la valeur propre dominante
λ(2) et le module de la valeur propre sous-dominante de l’opérateur G2. Cela
rend l’approximationn2

∑
u2

w
∼ ρn2λ(2)k vraie avec un terme d’erreur absolue

O(n−ǫ) dès quek ≥ κ1(n) (équation (7.51)).
(C3) d > 3/| logλ(3)|, si bien que pourk ≥ κ1(n), les termesn3λ(3)k sontO(n−ǫ)

et peuvent être négligés ;
(C4) d > (3/2+α)/| logλ(2)|, ce qui assure que les termesn2λ(2)kθ0 sontO(n−ǫ)

pourk ≥ κ1(n). C’est une contrainte technique nécessaire pour valider l’estima-
tion obtenue par perturbation du point de col.

Les contraintes(C1) et (C3) sont compatibles étant donné la propriété de log-concavitédeλ(σ).
Les contraintes(C1) et (C2) est vérifiée puisque la valeur propre sous-dominante est de module
inférieur (strictement) àλ(2). Les contraintes(C2) et (C4) sont automatiquement vérifiée avec
α ∈]0, 1/2[. En conséquence, la constanted peut être choisie dans l’intervalle

]
max

(
3

| logλ(3)| ,
2

| log ν| ,
3/2 + α

| logλ(2)|

)
,

2

| logλ(2)|

[
.

(i) Indices du début.Soitz = reiθ , on calcule facilement

log |1 + reiθ | == 1
2 log(1 + 2r cos θ + r2) = r cos θ − r2

2 cos 2θ +O(r3).
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On obtient donc la suite d’inéquations sur le cerclez = neiθ et à l’indicek = κ1(n)

log |Πk(z)| =
∑

|w|=k

log |1 + zpw|

= n cos θ − n2

2
cos2θ

∑

|w|=k

p2
w

+O



n3
∑

|w|=k

p3
w





= n cos θ − ρ
n2

2
cos2θλ(2)2 +O

(
n2νk

)
+O

(
n3λ(3)k

)

= n
(
cos θ − ρ

n

2
cos 2θλ(2)k

)
+O

(
n−ǫ

)
. (8.23)

On a par une étude élémentaire que la fonctiong(θ) = cosθ − c cos 2θ avec0 < c < 1
2 admet

un maximum sur] − π, π[ atteint enθ = 0. On obtient donc (puisquenλ(2)k = o(1)) à l’indice
k = κ1(n) que pourn suffisamment grand

log |Πk(z)| ≤ n cos θ − c0n
ǫ0 ,

pour des constantesc0 > 0 et ǫ0 > 0. Ainsi, des bornes triviales appliquées à l’intégrale de
Cauchy

πk,n ≤ n!
1

Rn
max
|z|=R

|Πk(z)|

entraînent pour une approximation du point de colR = n

πκ1(n),n ≤ n!en

nn
· e−c0nǫ0

, (8.24)

ce qui correspond à une queue de distribution à gauche,k ≤ κ1(n), globalement exponentielle-
ment petite.

(ii) Les indices du domaine central et de la fin.On découpe le contourγ en deux :

1. Pourk ≥ κ1(n) et sur la partieγ \ γ0 du contour, on a encore l’équivalent (8.23). Le
maximum est atteint enθ = θ0. La contribution de l’intégrale dans la région non-centrale
γ\γ0 satisfait donc
∣∣∣∣∣
n!

2iπ

∫

γ\γ0

Πk(z)
dz

zn+1

∣∣∣∣∣ ≤
n!

nn
sup
γ\γ0

|Πk(z)| = O

(
exp

[
−
(
nθ20/4 + ρ

n2

2
λ(2)k

)])
.

(8.25)

(On remplaceθ20/2 parθ20/4 afin d’absorber les termes de la forme
√
n qui proviennent de

la formule de Stirling). D’après (8.25), la contribution sur γ\γ0 est ainsi exponentiellement
petite (puisquenθ20 = n2α).

2. Dans le domaineγ0, on écrit la quantitéΠk(z) sous la forme

Πk(z) = exp

(
z − ρ

z2

2
λ(2)k

)
exp(A(z) +B(z)),

où A(z) et B(z) sont définies surγ0 et satisfont|A(z)| = O(νk|z|2) et |B(z)| =
O(λ(3)k|z|3). On peut donc écrire avecz = neiθ et grâce aux conditions(C2), (C3) et
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(C4)

Πk(z) = ez exp(−ρn2λ(2)k) exp

(
−ρn

2

2
(e2iθ − 1) +A(z) +B(z)

)

= ez exp(−ρn
2

2
λ(2)k)(1 + ǫ(z)), (8.26)

où |ǫ(z)| = O(|z|−β) (avecβ > 0).
Puisque la formule intégrale de Cauchy appliquée àez donne 1/n!, étant donné la
borne (8.25) surγ \ γ0 et l’approximation uniforme (8.26) surγ0, on conclut que pour
k ≥ κ1(n),

πk,n = exp[−ρn
2

2
λ(2)k]

(
1 +O(

1

nα3
)

)
. (8.27)

Les équations (8.24) et (8.27) caractérisent complètementle domaine completk ≥ 1. On éta-
blit ainsi une approximation du même type que celle établie dans le modèle de Poisson, ce qui
complète la preuve.

Aparté méthodologique.La preuve donnée ci-dessus revient essentiellement à «relever» les esti-
mations établies pour de grandes valeursréellesdu paramètrez au cas oùz décrit (tout ou partie)
du cercle complexez = neiθ. C’est cohérent avec les principes généraux de dépoissonisation par
méthode de col [33, 57]. Il est également à noter, en concordance avec [33], que la limite double
exponentielle pour la distribution de la hauteur n’est pas une probabilité de distribution limite dans
le sens classique du terme. Posant

κ0(n) :=

⌊
log(ρn2/2)

| logλ(2)|

⌋

et ne tenant pas compte des termes d’erreur, on a

πκ0(n)+j,n ≈ e−β(n)λ(2)j

où β(n) =

(
1

λ(2)

){log(ρn2/2)/| log λ(2)|}
, (8.28)

où {u} désigne la partie fractionnaire. En d’autres termes, la distribution est un échantillonage
discret de la fonction double exponentielle, comme elle estexprimée dans (8.27). De manière
équivalente, il existe une famille (8.28) de distributions(gouvernée par le terme bornéβ(n)) qui
varie graduellement et périodiquement lorsquen croit comme une puissance de1/λ(2). Un tel
phénomène périodique exprimé à l’aide d’un échantillonagediscret d’une distribution de valeur
extrême revient souvent pour les tries ; voir par exemple [62] pour une discussion plus détaillée.
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Nous finissons cette étude par un chapitre présentant des résultats pour des sources particulières
et quelques expérimentations. Les sources sans mémoire et les chaînes de Markov sont ici vues du
point de vue des sources dynamiques. Il est intéressant de voir quels sont les opérateurs impliqués,
quelles formes ont les valeurs propres et les fonctions propres. La source en fraction continue
fournit une connexion intéressante avec des problèmes mathématiques profonds (en l’occurrence
les zéros non triviaux de la fonction zeta de Riemann).

La structure très efficace deTST fait l’objet d’expérimentations sur un corpus (Moby Dick, d’H.
Melville). Les résultats cadrent remarquablement bien avec l’analyse théorique. La structure hy-
bride deTST a également permis l’implantation du correcteur orthographiqueepelle [17]. Les
différents choix techniques sont expliqués. En particulier, la forme d’unTST peut être optimi-
sée pour accélérer la recherche. D’autre part l’algorithmede compression de l’arbre (consistant à
mettre en commun certaines portions de l’arbre) est présenté.

9.1 Applications

Nous développons brièvement trois cas particuliers : les sources sans mémoire, les chaînes de
Markov et la source en fraction continue. Les résultats sontsystématiquement donnés dans le
modèle plus naturel de Bernoulli de paramètren.
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9.1.1 Sources sans mémoire

Les sources sans mémoire sont des sources sur un alphabet finiou infini M, où le symbolem
est émis de façon indépendante avec la probabilitépm. L’opérateur usuel de Ruelle associé au
système est alors

Gs[f ](z) :=
∑

m∈M

ps
m f(qm + pmz), avec qm :=

∑

i<m

pi.

La fonction propre dominante est la même pour chaque opérateur composanteGs,h. Cette fonction
est une fonction constante par rapport à la variables pourRe(s) > σ. Cette fonction constante est
également la fonction propre dominante deGs, pour toutes les valeurs des, etλ(s) =

∑
m∈M ps

m

est la valeur propre associée. Le projecteur dominantes[f ] est la forme intégrale
∫ 1

0
f(t)dt. Plus

généralement, le spectre deGs est

SpGs = {λℓ(s) :=
∑

m∈M

ps+ℓ
m , ℓ ≥ 0},

et, donc, le déterminant de Fredholm est

F(s, u) =
∏

ℓ≥0

[1 − u
∑

m∈M

pℓ+s
m ].

Le vecteur propre relatif à laℓe valeur propreλℓ(s) est un polynôme de degréℓ. Pour les sources
sans mémoire symétriques, cetteℓe valeur propre est indépendante des et dans le cas d’un alphabet
binaire, la famille de fonctions propres coïncide exactement avec les polynômes de Bernoulli [11],
définis par

Bℓ(z) := ℓ! [tℓ]
tezt

et − 1
.

Les résultats décrits dans le corollaire suivant sont classiques et concernent les arbres digitaux
construits sur un alphabet finiM = {1, 2, . . . , r} où le symbolei est émis avec une probabilité
pi. On a1

COROLLAIRE 9.1.Soit une sourceB sans mémoire avec un alphabet fini de cardinalitér et des
probabilités{pi}r

i=1. L’entropie et la probabilité de coïncidence sont

h(B) = −
∑

i

pi log pi, c(B) =
∑

i

p2
i .

(i) Pour un trie standard, la taille et la longueur de cheminement ont pour espérances

S(n) ≈ 1

h(B)
n, P (n) ∼ n logn

h(B)
.

(ii) La hauteur d’un trie standard suit asymptotiquement une loide distribution double exponen-
tielle d’espérance

H(n) ∼ 2

| log c(B)| logn.

1Nous utilisons la notation ‘≈’ pour ‘approximativement égal’, (par opposition à ‘∼’ réservé pour le plus précis
«asymptotiquement équivalent»), i.e., à quelques fluctuations près provenant de pôles non réels.
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(iii) Les longueurs de cheminement des tries hybrides satisfont

PL(n) ∼ KL(B)

h(B)
n logn, PB(n) ∼ KL(B)

h(B)
n logn,

où

KL(B) =

r∑

i=1

(i− 1)pi, KB(B) = 2
∑

i<j

pipj

pi + · · · + pj
.

Les expressions pour la hauteur et la longueur de cheminement étendent les analyses de [80, 95,
96] au cas d’une densité analytique. L’analyse des tries hybrides construits sur de telles sources
a été faite dans l’article [16]. Devroye [21] a considéré l’effet d’une densité non nécessairement
analytique avec une source sans mémoire non-biaisée (ou symétrique, i.e. avecp1 = p2 = 1

2 ).
Devroye a ainsi montré que, soitH(n) ∼ 2 logn, soitH(n) = +∞, selon que la quantité

∫
f2

(oùf est la densité) existe ou non, et queP (n) ∼ n logn dès quef est de carré intégrable.

Si la source est périodique, les fluctuations périodiques sont du même ordre de grandeur que le
terme dominant pour la taille. Les sources sans mémoire suivantes sont périodiques :

(1/2, 1/4, 1/4), (p, p, p2) avecp = (1/2)(
√

2 − 1), (pm)m≥1 avecpm = (1/2)m.

Le cas où le déterminant de Fredholm est pseudo-périodique de périodet, i.e., il existea 6= 2kπ
tel que

F(s+ it, u) = det(I − uGs+it) = F(s, eiau)

est également intéressant. Une source sans mémoire est pseudo-périodique si et seulement si il
existe deux nombres réelsa etb tels queb n’appartienne pas au groupe cyclique〈a〉 engendré par
a et que tous les nombrespm/b appartiennent au groupe cyclique〈a〉. Un exemple d’une telle
situation est(2/5, 2/5, 1/5). Comme l’ont noté Pollicott [81] et Fayolle et al. [27], il y aune ac-
cumulation de pointss pour lesquelsλ(s) = 1 à gauche de la droiteRe(s) = 1. L’argument pour
la proposition 8.4 adaptant l’inversion de la transformée de Mellin à ce cas montre directement
que la contribution totale de ces pôles est eno(n) pour la taille eto(n logn) pour la longueur de
cheminement.

9.1.2 Chaînes de Markov

Nous considérons maintenant le cas particulier des chaînesde Markov. Ici, l’alphabetM est de
cardinal finir, et la matriceΠs dont le terme général estps

i|j joue un rôle extrêmement important.
Pours = 1, c’est la matrice de transition de la chaîne de Markov.
Le spectre de l’opérateur-matriceGs est exactement la réunion des spectres des matricesΠs+ℓ,
avecℓ ≥ 0. On a donc

SpGs =
⋃

ℓ≥0

Sp Πs+ℓ F(s, u) =
∏

ℓ≥0

det(I − uΠs+ℓ).

Si les valeurs propres de la matriceΠs sont notéesλ(i)(s) pour1 ≤ i ≤ r, alors

SpGs = {λ(i)(s+ ℓ) |1 ≤ i ≤ r, ℓ ≥ 0},
et toutes les composantes du vecteur propre correspondant àla valeur propreλ(i)(s + ℓ) sont
des polynômes de degréℓ. La valeur propre dominante de l’opérateurGs est exactement la valeur
propre dominante de la matriceΠs, et les fonctions propres associées ont toutes leurs composantes
constantes. Enfin, la fonction propreΨ1 n’est autre que le vecteur de probabilités stationnaire de
la chaîne de Markov.



9.1. Applications 154

COROLLAIRE 9.2.Soit une chaîne de MarkovM avec des probabilités de transition
{pi|j}1≤i,j≤r. L’entropie et la probabilité de coïncidence sont

h(M) = −
∑

k

πk

∑

j

pj|k log pj|k, c(M) = λ(2)

où πk est lake composante du vecteur stationnaire de probabilités de la chaîne de Markov, et
λ(2) est la valeur propre du carré terme à terme de la matrice(p2

i|j) (i.e. de la matrice obtenue
en élevant chaque terme au carré).
(i) La taille du trie et sa longueur de cheminement ont des espérances de la forme

S(n) ≈ 1

h(M)
n, P (n) ∼ 1

h(M)
n logn.

(ii) La hauteur d’un trie admet une loi de distribution asymptotique de type double exponentielle
avec pour espérance

H(n) ∼ 2

| logλ(2)| logn.

(iii) Les valeurs moyennes des longueurs de cheminement pour les tries hybrides satisfont

PL(n) ∼ KL(M)

h(M)
n logn, PB(n) ∼ KB(M)

h(M)
n logn,

avec

KL(M) =
∑

k

πk

∑

i

(i− 1)pi | k, KB(M) = 2
∑

k

πk

∑

i<j

pi|kpj|k

pi|k + · · · + pj|k
.

Comme mentionné dans l’introduction, ce résultat se rapporte à la référence [54]. Les calculs de
constantes sont expliqués un peu plus en détail dans l’annexe B.

9.1.3 La source en fraction continue.

Des résultats préliminaires sur la source en fraction continue se trouvent dans [45], mais se limitent
à une densité uniforme. L’opérateur de Ruelle dans ce cas estappelé opérateur de Ruelle-Mayer,

Gs[f ](z) :=
∑

m≥1

1

(m+ z)2s
f(

1

m+ z
),

et la convergence est assurée pour tout nombre complexes satisfaisantRe(s) > 1/2.
L’entropie de la source est connue sous le nom de constante deLévy, et joue un rôle clé dans la
théorie métrique des fractions continues et l’analyse de l’algorithme d’Euclide. La probabilité de
coïncidenceλ(2) correspondant à l’opérateur de Ruelle-Mayer est une constante parfois appelée
«constante de Vallée», et intervient dans les généralisations en dimension 2 de l’algorithme d’Eu-
clide [19, 45, 99]. (Pour ce versant des choses, voir également [45] et la bibliographie attenante.)

COROLLAIRE 9.3.Soit une source en fraction continueCF pour une fonction de densité initiale
analytique. L’entropie et la probabilité de coïncidence sont

h(CF) = −λ′(1) =
π2

6 log 2
c(CF) = λ(2)

.
= 0.19945 88183 43767.
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(i) Les valeurs moyennes de la taille et de la longueur de cheminement satisfont

S(n) =
6 log 2

π2
n+ o(n), PA(n) =

6 log 2

π2
n logn+O(n).

(ii) La hauteur obéit asymptotiquement à une loi de distributionde type double exponentielle
avec pour espérance

H(n) =
2

| logλ(2)| logn+O(1).

(iii) Les valeurs moyennes des longueurs de cheminement des trieshybrides satisfont

PL(n) ∼ 3 log 2

2π2
n log2 n

PB(n) ∼ Cn logn avec C :=
3

π2


1 + 4

∑

k≥2

1

k2 − 1
log

k + 1

2


 .

= 0.81125 48533 15373.

Le calcul des constantes est détaillé dans l’annexe A.

L’exemple de la source en fraction continue est intéressantpar bien des aspects. Tout d’abord,
comme mentionné(iii) au-dessus, les longueurs de cheminementPL(n) pour les tries-liste et
PB(n) pour les tries-abr s’avèrent ne pas être asymptotiquement du même ordre de grandeur
lorsquen tend vers+∞. (On pouvait cependant s’y attendre puisque la source en fraction continue
ressemble à une source sans mémoire de type Zipf généralisé,avec des probabilitésζ(α) 1

iα , avec
α = 2 ; voir la section 8.2.2). Ensuite, les problèmes liés à la périodicité (ou l’apériodicité) sont
particulièrement fascinants.

La source en fraction continue est apériodique, et les pôlesde(I − Gs)
−1 interviennent dans des

problèmes mathématiques très profonds : ils incluent les zéros non triviaux de la fonction zeta de
Riemann. Les autres valeurs des pour lesquellesGs admet une valeur propre égale à 1 sont reliées
aux opérateurs hyperboliques de Laplace. Quoiqu’il en soit, ces dernières valeurs n’apparaissent
pas comme pôles de la série de DirichletΛ〈A〉(Id, s). En effet, dans le demi-planRe(s) > 0, la
série de DirichletΛ〈A〉(Id, s) peut être représentée par (voir l’annexe A)

Λ(s) ≡ Λ〈A〉(Id, s) = 2
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

21−s − 1

1 − s
+
R(s)

ζ(2s)

oùR(s) est analytique pourRe(s) > 0. Ainsi, si la densité initiale est uniforme, le développement
asymptotique deS(n) ouPA(n) donné dans le théorème 8.5 ne dépend que des zéros non triviaux
de la fonction zeta de Riemann. Pour une densité non uniforme, la même situation se produit,
car les vecteurs propres des opérateurs hyperboliques de Laplace satisfont

∫ 1

0
f(x)dx = 0 [72].

Ainsi, la nature de l’asymptotique du second ordre des paramètres additifs est reliée à l’hypothèse
de Riemann.

COROLLAIRE 9.4.Les fluctuations de la valeur moyenne de la longueur de cheminement et de
la taille des tries standard avec une source en fraction continue sont reliées à l’hypothèse de
Riemann. Par exemple pour la taille, on a

S(n) =
6 log 2

π2
n+ Φ(n) +O(1),
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où Φ(n) est une somme indicée par l’ensembleZ des zéros de la fonction zeta de Riemann dans
la bande «critique»0 < Re(s) < 1,

Φ(n) =
∑

χ∈Z

Res
(
Λ(−s)(s+ 1)Γ(s)n−s

)
s=−χ/2

. (9.1)

En particulier, sous l’hypothèse de Riemann (R.H.), on aΦ(n) = O(n1/4+ǫ) pour toutǫ > 0. De
plus, sans tenir compte de R.H., les deux implications suivantes sont valides.
(i) Siσ0 = sup{Re(ξ), ξ ∈ Z}, alors, pour toutǫ > 0, on a

lim
n→∞

Φ(n)

nσ0/2+ǫ
= 0.

(ii) Réciproquement, siσ1 est le supremum de tous lesσ tels queΦ(n)/nσ/2 est non borné, alors
ζ(s) possède au moins un zéro dansRe(s) ≥ σ1.

Preuve.L’équation (9.1) s’ensuit, du moins formellement, du calcul de résidu sur un grand rec-
tangle(−11/10± iT, 1/10± iT ). L’équation (9.1) est justifiée par le fait queζ(s) croît assez vite
le long de lignes horizontales qui traversent la bande «critique» à haute altitude, évitant ainsi les
zéros de la bande critique. De plus,1/ζ(s) est de croissance polynomiale faible dans une bande
qui contient la bande critique. Cette dernière assertion est valide du fait de propriétés connues de
la fonction zeta de Riemann ; les détails sont omis et sont complètement similaires à ceux déve-
loppés dans la discussion de la formule de Ramanujan dans le livre de Titchmarsh [97, sections 9.7
et 9.8] ; voir également [24].
Une fois l’équation (9.1) établie, les autres implicationss’ensuivent.

Aspects numériques des fluctuations.Nous offrons une discussion succincte sur la fonction fluc-
tuanteΦ(n). Nous savons, d’après la discussion précédente, que la fonctionΛ(s) est de croissance
polynomiale faible. SoitΦ[T0](n) la somme tronquée issue de (9.1) restreinte aux zérosξ de la
fonction zeta tels que|Im(ξ)| ≤ T0. La différence|Φ(n)−Φ[T0](n)| est le produit d’un polynôme
enT0 et d’une quantité qui est approximativemente−πT0/2n1/2, étant donné le caractère de dé-
croissance exponentielle de la fonction Gamma en±i∞. Dans cette discussion, nous utilisons

.
=

dans le sens informel de ‘grossièrement égal’.
Prenons par exempleT0 = 5×108 correspondant aux premiers1.5×109 zéros de la fonction zeta,
d’après les calculs de van de Lune, te Riele et Winter en 1986.Ces zéros satisfont tous l’hypothèse
de Riemann. Oubliant les facteurs polynomiaux, une borne supérieure sur le terme d’erreur lié à
la troncature, lorsque les termes correspondant aux grandszéros deZ sont négligés, est alors au
pire

|Φ(n) − Φ[T0](n)| ≤ E1(n) où E1(n)
.
=
(
10−6×109 · n

)1/2

.

C’est ainsi complètement négligeable pour toutes les valeurs den inférieures à un seuil d’à peu
près106×109

.
Pour toutes les applications «pratiques» l’hypothèse de Riemann peut être considérée comme
«vraie». Si nous nous concentrons sur les quelques premierstermes de (9.1), deux choses in-
terviennent : la forte décroissance de la fonction Gamma et le fait que les premiers zéros de la
fonction zeta possèdent une partie imaginaire assez grande, étant situés enξ1, ξ2 = 1

2 ± 14.134i.
Supposons dans un souci d’illustration que le résidu deΛ(−s) en ξ1, ξ2 soit de module au plus
50, la contribution deΦ(n) –celle qui dominerait numériquement de toute façon– est majorée par
(8 × 10−7) · n1/4. Les zéros suivants sont encore plus loin, là où la fonction Gamma est encore
plus petite. Nous pouvons donc nous attendre au fait que

|Φ(n)| ≤ 10−6 · n1/4 pour n ≤ 106×109

.
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Cette quantité devient 1 seulement pour des valeurs den autour de1024.
En résumé, l’hypothèse de Riemann, qu’elle soit vraie ou non, n’affecte pas vraiment la nature
des fluctuations. De plus,Φ(n), même si elle oscille de−∞ à +∞, ne sera pas détectable à
moins quen devienne très grand (n > 1024). Les fluctuations seront en particulier complètement
absorbées par le terme constant du développement asymptotique deS(n). Ce fait est intéressant
puisqu’il fournit une instance naturelle du «phénomène de Dumont» (découvert par Dumont en
1980 et prouvé rigoureusement par Delange). Ce phénomène surprenant réside dans le fait que,
empiriquement, pour des valeurs dex très proches de 1, la convergence numérique

∞∑

n=1

µ(n)xn ?−→ 1

ζ(0)
= −2, (x→ 1−),

oùµ(n) est la fonction de Moebius, paraît valide alors qu’en réalité la partie gauche oscille fina-
lement de façon non bornée pourn→ +∞ (voir [46] pour une discussion plus approfondie).

9.2 Expérimentation

9.2.1 Expérimentation sur Mobydick(H. Melville)

Données expérimentales.Nous avons voulu appuyer l’étude théorique effectuée dans les sections
précédentes par une campagne de simulation sur un corpus textuel conséquent. À l’origine, nous
espérions que les structures de données se comporteraientqualitativementde manière compa-
tible avec les modèles théoriques. Une adéquationquantitativenous semblait hors de portée étant
donné la simplicité de nos modèles (mots infinis, chaînes de Markov du premier ordre, régime
asymptotique non établi). La situation réelle est en fait plutôt meilleure qu’attendue.

Comme corpus de référence, nous avons choisi le roman d’Herman Melville Moby Dickdont le
texte complet est disponible sur Internet. Le livre entier contient1 295 000 caractères et217 000
mots —suite de lettres alphabétiques contiguës— dont les longueurs s’échelonnent de 1 (le mot
‘a’) à 20 (‘uninterpenetratingly’). Certains expériences ont été conduites, comme séparer le texte
en deux, filtrer les mots courts (de longueur inférieure à 5 par exemple), etc. Il y a17 448 mots
distincts dans le roman. On construit facilement la source sans mémoire et la chaîne de Markov
pour ce corpus particulier. Les valeurs théoriques estimées pour l’entropieh(S) et les constantes
KN (S) du théorème 8.2 sont calculées d’après les sections précédentes (sections 9.1.1 et 9.1.2)

h(B) = 2.896, h(M) = 2.271;

KL(B) = 10.649, KL(M) = 10.447;

KB(B) = 3.298, KB(M) = 2.295.

Dans ces formules, la source sans mémoire et la chaîne de Markov sont notées respectivement
B et M. (Comme prévu, la chaîne de Markov possède une entropie pluspetite et on trouve des
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FIG. 9.1 – La longueur de cheminement pour les tries hybrides estenO(n log n). La figure de
droite permet de mettre en évidence la constante en divisantparn logn. Les courbes de haut en
bas représentent les contributions dues aux listes, auxABR et la longueur de cheminement du trie
standard.

valeurs d’entropie en accord avec celles obtenues sur d’autres textes [104].) Les espérances des
longueurs de cheminementPA, PL, PB dans les tries standard, listes etABR contenantn mots
sont donc

source sans mémoireB : 0.345 n logn, 3.677 n logn, 1.138 n logn
chaîne de MarkovM : 0.440 n logn, 4.600 n logn, 1.010 n logn.

Résultats et courbes. Plusieurs statistiques sont intéressantes concernant les tries hybrides. On
peut tracer les courbes correspondant aux longueurs de cheminement (figure 9.1). Sur chaque
dessin on superpose trois types de longueur de cheminement :la longueur de cheminement du
trie proprement dit (courbe la plus basse), la longueur de cheminement provenant de l’hybridation
avec lesABR (courbe médiane) et les listes ordonnées (courbe haute). La«véritable» longueur de
cheminement d’un trie hybride est donc la somme de la longueur de cheminement du trie abstrait
et de celle provenant de l’hybridation.
Ces statistiques nous permettent d’apprécier la pertinence du modèle choisi. En particulier, la
deuxième courbe confirme le comportement enO(n logn).

L’évolution des coûts d’insertion (figure 9.2), ou de façon équivalente des coûts de recherche
négative, est croissante avec le nombre de motsn (distincts) insérés. Les données numériques
sont relativement dispersées. En Fig. 9.2-(i), on représente le coût d’insertion en fonction den
(avec les contributions de haut en bas : des liens de type «liste», des liens de types «ABR», des liens
de type «trie»). En Fig. 9.2-(ii), les mêmes données sont représentées en échelle logarithmique.
Fort logiquement, le coût d’une insertion est du même ordre que la profondeur moyenne d’une
feuille c.-à-d.O(log n).

Un aspect intéressant auquel nous allons plus particulièrement nous attacher dans la section sui-
vante se situe dans le fait que les mots d’un texte n’apparaissent pas avec la même fréquence (loi
de Zipf par exemple). On peut ainsi tracer la trajectoire de la longueur de cheminement pour un
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FIG. 9.2 – Évolution du coût d’insertion sur les mots (distincts) du dictionnaire de Moby Dick [de
haut en bas : trie-liste, trie-ABR, trie standard].

texte donné (Fig. 9.3). Pour chaque mot du texte (déjà présent ou non dans le trie), on affiche
la valeur de la longueur de cheminement. Il s’agit juste d’unchangement d’échelle sur l’axe des
abscisses.

Nous décrivons une expérience en détail. En prenant la première partie du texte et en retenant les
mots de longueur supérieure ou égale à 6, on obtient un ensemble de7 437 mots. Le nombre de
nœuds internes est8 444. Les longueurs de cheminement du trie standard (PA), trie-liste (PL) et
trie-ABR (PB) sont respectivementPA = 50 894, PL = 178 688, PB = 59 715. Les formules
empiriques pour les différentes longueurs de cheminement sont

En[PA] ≈ 0.9n logn, En[PB] ≈ 1.3n logn, En[PL] ≈ 3.8n logn.

Les valeurs théoriques calculées sont optimistes et sont grossièrement la moitié de ce à quoi on
s’attendait pour la taille (le nombre de nœuds internes) et la longueur de cheminement du trie
standard. Une interprétation plausible de ce fait provientdu fait que de nombreux mots sont très
proches les uns des autres dans un dictionnaire construit à partir de toutes les formes d’un mot (i.e.,
ici, aboriginal, aboriginally, aboriginalness). Les prédictions pour les tries-liste et les tries-ABR

sont très proches de celles qui sont observées.
En résumé, on en arrive à la conclusion :

LesTST constituent une structure de données efficace du point de vuede la théorie de
l’information puisqu’une recherche nécessite typiquement logn comparaisons. Les
tries-liste demandent à peu près trois fois autant de comparaisons. Pour un alphabet
de taille 26, la structure deTST occupe 9 fois moins d’espace mémoire que la version
standard (avec tableaux de pointeurs).

Cela justifie de considérer lesTST comme une structure de choix pour traiter de larges volumes
de données textuelles. En citant [8], “Ternary search tries combine the best of two worlds : the
low overhead of binary search trees (in terms of space and running time) and the character-based
efficiency of tries”.
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FIG. 9.3 – Trajectoire observée de la longueur de cheminement eninsérant les mots du texte un
par un (avec les répétitions).

9.2.2 Un exemple de correcteur orthographique :epelle

La détection de fautes d’orthographes est un vieux problèmeen informatique. Elle consiste à vé-
rifier que tous les mots appartiennent bien au dictionnaire.L’algorithme utilisé par le programme
epelle permet de vérifier avec un taux d’erreur nul [17]. D’autres méthodes existent où l’on
autorise un certain taux d’erreur en échange d’une économieen mémoire [7].

Présentation

Le programmeepelle [105] a été créé par Paul Zimmermann et repose sur la structure d’arbre
digital en liste. Fort des résultats de cette thèse sur la suprématie, il était tentant d’introduire la
structure deTST pour rendre le programme plus performant !

Le but de ce vérificateur orthographique est de proposer une structure d’arbre digitalTST compact
afin de représenter un dictionnaire. Le programme originelepelle utilisait une méthode de
compactification qui évite la duplication de parties de l’arbre. Cela correspond à une situation
courante pour un dictionnaire où un grand nombre de terminaisons sont partagées par tout un
ensemble de préfixes. C’est particulièrement frappant pourles règles de conjugaisons des verbes
du premier groupe par exemple (-e, -es, -e, -ons, -ez, -ent).

Structure de données

Le programmeepelle utilisait dans la version précédente les tries-liste et chaque nœud possé-
dait 4 champs : un lien de descente dans le trie, un lien vers lenœud frère dans l’arbre, un caractère
et enfin un booléen indiquant si le nœud correspond à un mot du dictionnaire.

Le choix pris ici est d’utiliser la structure proposée à la section 5.3.1. On adopte la représentation
du langage C selon laquelle la fin des mot est repérée par le caractère’\0’ . Chaque nœud possède
également quatre champs (trois pointeurs et un caractère).Le code ne différencie plus différents
types de nœuds et devient plus efficace. L’inconvénient apparaît au niveau de l’espace mémoire
nécessaire. La structure utilisée est celle du chapitre 5.
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typedef struct tnode *Tptr;
typedef struct tnode {

char splitchar;
Tptr lokid, eqkid, hikid;

} Tnode;

Réorganisation duTST

Par ailleurs, la structure deTST propose l’avantage par rapport à celle du trie-liste d’avoir des
possibilités d’optimisation ; celles-ci seront donc exploitées.

Un mêmeTST peut avoir des formes très différentes. À titre d’exemple, la figure 9.4 représente
deuxTST construits sur le même texte (en l’occurrence le premier chapitre de Moby Dick), selon
que les mots sont insérés en ordre lexicographique ou dans l’ordre où les mots apparaissent dans
le texte.
Des algorithmes permettent d’optimiser lesABR par rapport à une série de requêtes. Certains de
ces algorithmes sont dynamiques et s’adaptent à l’entrée (les splay trees par exemple [93]) mais
ne sont pas en général optimaux. D’autres sont plus statiques et nécessitent la connaissancea
priori des fréquences des symboles stockés dans l’ABR pour équilibrer celui-ci (algorithme de
Ku-Tucker). Étant donnée la structure statique du dictionnaire, c’est le deuxième choix qui a été
fait dans l’implantation.

On peut optimiser la forme d’unTST par rapport à la longueur de cheminement de l’arbre (somme
des longueurs des chemins pour aller de la racine à chacune des feuilles), ou bien plus générale-
ment par rapport à un corpus particulier. La deuxième solution est la plus adaptée pour les données
textuelles. En effet, le motthe par exemple n’apparaît qu’une fois dans le dictionnaire alors que
ce même mot peut faire l’objet de nombreuses requêtes.

La loi de Zipf est une loi observée empiriquement sur les textes en langue naturelle : les fréquences
des mots suivent une loi proportionnelle à1/n. Sur l’exemple de Moby Dick, on peut rassembler
quelques statistiques. Le premier chapitre de Moby Dick comprend 2242 mots. Le tableau suivant
rassemble les 10 premiers mots dans un classement par nombred’occurrences.

mot nombres d’occurrencespourcentage
the 125 5.57%
of 81 3.61%

and 73 3.26%
a 68 3.03%
to 53 2.36%
in 48 2.14%
i 43 1.92%
is 34 1.52%

that 31 1.38%
as 26 1.11%

582 25.95 %

À la lecture de ce tableau, il paraît avantageux d’optimiserle TST par rapport à cet ensemble de
mots puisqu’un mot sur quatre dans le texte en fait partie. Pour donner une idée plus précise de
la portion de l’arbre qui «supporte» la plus grosse charge, on dessine les même arbres qu’à la
figure 9.4 en ne représentant que les nœuds correspondant à ces dix mots (figure 9.5).

L’algorithme de Ku-Tucker [63] permet d’optimiser la formed’un ABR par rapport aux requêtes.
Le modèle sur les données est celui du multiensemble (vu au chapitre 6). Pour un multi-ensemble
E = {n1 ·1, n2 ·2, . . . , nr ·r}, l’algorithme de Ku-Tucker permet d’obtenir l’ABR sur{1, 2, . . . , r}
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FIG. 9.4 – DeuxTST construits sur les mots insérés dans le même ordre que celui de leur apparition
dans le texte (à haut) et en ordre trié (en bas). La grosseur d’un nœud est proportionnelle au nombre
d’accès pour une recherche de tous les mots du texte (avec lesrépétitions). Les liens de type «abr»
sont en noir tandis que les liens de type «trie» sont en gris.
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optimal par rapport au coût de recherche de l’ensemble des clés deE (c.-à-d.n1 fois la recherche
de la clé1, n2 fois la recherche de la clé2, etc.). Cet algorithme de construction est enO(r2).

Pour construire leTST optimal, on rassemble les statistiques aux nœuds. Ensuite pour chaque
structure-nœud, on procède à l’optimisation. Avec un alphabet de taille finier, puisque le nombre
de nœuds internes est de l’ordre den, le coût de l’optimisation est en moyenneO(nr2). L’arbre
correspondant au premier chapitre de Moby Dick est représenté sur la figure 9.6.

Compression de l’arbre

Afin de limiter l’espace mémoire nécessaire, l’arbre est compressé en mettant en commun les sous
arbres communs (ce qui fait penser aux graphes acycliques sur les mots ; DAWG). La comparaison
de deux sous-arbres s’effectue en associant à chaque sous-arbre un entier à partir des champs de sa
racine. D’où l’algorithme suivant, utilisant une structureS globale pour stocker les entiers alloués
pour les sous-arbres déjà rencontrés.
Algorithme compactifie(t)

/* renvoie l’entier associé à l’arbre t */
si t == NULL alors

renvoyer 0;
i = compactifie(T->lokid);
j = compactifie(T->eqkid);
k = compactifie(T->hikid);

m = cherche(S, i, j, k, T->splitchar);
si (m < 0) alors {

m = creer_etiquette(i, j, k, T->splitchar);
ajouter(S, m);

}
renvoyer m;

La fonctioncherche renvoie l’entier correspondant au sous-arbre attaché au nœud courant s’il
est dansS (c.-à-d. qu’il a déjà été rencontré) et -1 sinon. La fonctioncreer_etiquette ren-
voie un entier non alloué (cela correspond au fait de dire quele sous-arbre rencontré est unique
jusqu’à présent).

Les TST construits sur des dictionnaires se compressent relativement bien. En effet de nombreux
suffixes sont partagés. On va étudier ici deux exemples : le premier correspond au dictionnaire
des mots contenu dans Moby Dick (un dictionnaire assez réduit de17 568 mots), le second est
le dictionnaire français fourni avecepelle (260 689 mots). Nous indiquons des taux de com-
pression en nombre de nœuds. Le format choisi ici pour l’écriture sous forme de fichier de l’arbre
compressé est de stocker dans une table de taille maximale218 = 262 144 les nœuds de l’arbre
compressé en codant les liens sur 18 bits. Par ailleurs les liens nuls ne sont pas codés. On pourrait
très facilement améliorer le codage (ne serait-ce qu’en utilisant un code de Huffman ; cf chapitre 2)
mais, bien sûr, le chargement de la table en est ralenti d’autant. Les résultats sont rassemblés dans
le tableau suivant (la machine utilisée est un pentium II 266MHz).

fichier mots taille nœuds avant nœuds après taille temps création/
fichier compression compression table optimisation/

compression
(en ms)

français 260 689 2 764 Ko 819 710 73 212 354 Ko 830/1 120/1 750
Moby Dick 17 568 144 Ko 65 335 17 960 85 Ko 50/90/180

La dernière colonne de ce tableau indique le temps de création duTST à partir du texte (chargé en
mémoire principale), le temps pour optimiser leTST (équilibrer lesABR grâce à l’algorithme de
Ku-Tucker) et enfin le temps pris par la compression de l’arbre.



9.2. Expérimentation 164

FIG. 9.5 – Figure correspondant à la figure 9.4 où seuls les nœuds correspondant à l’ensemble
the, of, and, a, to, in, i, is, that sont représentés.
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FIG. 9.6 – LeTST correspondant au chapitre 1 de Moby Dick optimisé [en haut : l’arbre entier, en
bas : seuls les nœuds correspondant aux motsthe, of, and, a, to, in, i, is, that sont représentés].

On connaît assez bien la répartition des motifs dans les arbres binaires de recherche [31]. Dans un
ABR de taillen construit par insertions aléatoires, chaque motif apparaît avec une fréquence qui est
en moyenne proportionnelle àn. Une telle étude pourrait sans doute être également menée pour
les tries standards et permettrait de mieux comprendre les phénomènes de compression observés
ici.



Chapitre 10

Conclusion

Cette thèse fournit une double généralisation. D’une part elle fournit un nouveau modèle uni-
ficateur englobant un grand nombre de sources classiques. D’autre part, elle s’intéresse à des
structures hybrides plus proches de l’implantation.

Les études en moyenne d’arbres digitaux partent généralement d’un modèle probabiliste simple
sur les mots. Un premier pas vers une plus grande généralité est de considérer les chaînes de
Markov. Nous proposons dans cette thèse d’aller plus loin avec un modèle unificateur, celui des
sources dynamiques probabilisées. Ce nouveau modèle englobe un grand nombre de sources clas-
siques : sources sans mémoire, chaînes de Markov ou le système de numération en fraction conti-
nue. Ces sources tirent leurs origines de la physique statistique. Empruntant au formalisme de la
thermodynamique, on associe à une source un opérateur générateur pourvu de propriétés spec-
trales dominantes. Des grandeurs caractéristiques de la source comme l’entropie ou la probabilité
de coïncidence s’expriment alors directement.

Dans un souci de se rapprocher davantage de l’implantation,cette thèse pose un cadre d’étude
des tries hybrides. Autour de la structure d’arbre digital ou de trie (le squelette), on greffe en
chaque nœud une structure permettant d’accéder à ses fils. LeTST (ternary search trie) résulte
d’une telle hybridation avec des arbres binaires de recherche. L’étude théorique confirme le bon
comportement de cette structure en pratique. Comme souligné par Bentley et Sedgewick, il s’agit
d’une structure de données très efficace pour les données textuelles qui dispose de nombreuses
fonctionnalités (par rapport aux tables de hachage notamment).

Cette thèse propose un panel assez complet des techniques etoutils utilisés en analyse d’algo-
rithme (séries génératrices, transformée de Mellin, méthodes de poissonisation et de dépoissoni-
sation). De plus l’incursion inédite des systèmes dynamiques dans le champ de l’analyse d’algo-
rithme ouvre des perspectives intéressantes.

Extensions et problèmes ouverts.Des études préliminaires tendent à montrer qu’il serait possible
d’utiliser les méthodes de cette thèse et le modèle de sourcepour analyser les arbres de suffixes,
en dépit des difficultés dues aux corrélations intervenant alors ; voir [55] pour une étude dans un
cadre classique. La structure dek-d trie (trie àk dimensions) semble également pouvoir tirer profit
des travaux présentés ici.

Un autre problème intéressant réside dans la capacité de compression que semblent offrir les
tries. L’étude de motifs dans les tries est sans doute accessible par des méthodes symboliques et
permettrait de mieux comprendre les phénomènes de compression.
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La structure d’arbre digital se marie particulièrement bien avec le nouveau modèle des sources
dynamiques. Sans doute cela s’explique-t-il en partie par la correspondance entre les préfixes des
mots émis par la source et les intervalles fondamentaux (engendrés par les opérateurs générateurs).
Cette notion d’intervalle fondamental, très riche, constitue un des concepts centraux de cette thèse.
La correspondance entre préfixes et intervalles fondamentaux fournit également des liens avec la
théorie de l’information.

Les sources générales sont d’ores et déjà employées pour analyser d’autres paramètres en
moyenne autour d’arbres digitaux comme la taille des arbresPATRICIA [13], la hauteur de pile
d’un trie [12] (la taille de la pile nécessaire pour un parcours récursif du trie). Cette notion de
source dynamique peut être considérée avec succès pour l’analyse en moyenne de problèmes au-
tour des mots (pattern matchingà l’aide d’automates par exemple).

La hauteur d’un trie standard est un paramètre bien connu aujourd’hui. Les moments et la distri-
bution sont précisément caractérisés. D’autres problèmesintéressants sont dans le prolongement
direct de cette thèse et restent ouverts.

– L’analyse de lahauteur des tries hybrides(tries-liste et tries-ABR), où la hauteur est définie
comme la longueur de la chaîne de pointeurs maximale reliantla racine à l’une des feuilles,
semble requérir des méthodes plus probabilistes que cellesexposées dans cette thèse. Il faut
en effet arriver à combiner les deux types de structures (trie et ABR) et à déterminer quelle
structure influence le plus la hauteur.

– Pour lesparamètres additifs avec un modèle de source général, nous avons peu d’informations
sur la distribution même dans le cas du trie standard. Une approche particulièrement promet-
teuse est celle utilisée par Jacquet et Szpankowski. La concentration de la distribution est très
vraisemblable pour la taille et la longueur de cheminement.Cela revient à dire que l’écart type
est d’ordre strictement inférieur à la moyenne. On peut également conjecturer qu’il existe une
distribution limite gaussienne pour ces deux paramètres dans la plupart des cas (ce qui est sug-
géré par les études avec des modèles de sources plus simples [53, 56, 71]). Ce problème reste
ardu puisque lié à une caractérisation encore plus précise du spectre des opérateurs introduits
dans cette thèse.
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Annexe A

Source en fraction continue : étude
de la série de Dirichlet

Nous détaillons ici quelques calculs pour la source en fraction continue. Nous commençons
par rappeler quelques propriétés de l’opérateur de Ruelle-Mayer pour les fractions continues.
L’expression de l’entropie de la source est ensuite succinctement calculée. Enfin le calcul de la
constanteC du corollaire 9.3 est examiné en détail. Enfin, une expression de la série de Dirichlet
d’intervalles fondamentaux dans le cas le plus simpleΛ(s) ≡ Λ〈A〉(Id, s) qui permet de conclure
par rapport à la croissance faible deΛ(s) sur une bande verticale du plan complexe.

A.1 Propriétés de la source en fraction continue

A.1.1 Propriétés spectrales dominantes

Au voisinage des = 1, on écrit

Gk
s [f ](z) = λ(s)kes[f ]ψs(z) + N k

s [f ](z).

Les objets spectraux dominants ens = 1 sont connus

es[f ] =

∫ 1

0

f(t)dt, ψ1(z) =
1

log 2

1

1 + z
.

La fonction propre dominante deG1 est nommée mesure de Gauß.

A.1.2 Continuants

Le calcul utilise des propriétés sur la forme très spécifiquedes branches inverses. À un réelx ∈
I =]0, 1[, on associe la suitex0 = x, x1, x2, . . . , xk, . . . des itérés dex. Si le ke itéré existe,
l’exécution de l’algorithme des fractions continues sur l’entréex0 se traduit par un développement
en fraction continue

x0 =
1

m1 +
1

m2 +
1

. . .

mk + xk

,

173
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où les entiersmj sont supérieurs ou égaux à 1. La relationxk = h(x0) définit une homographie
h de hauteurk, associée à unk-uplet(m1,m2, . . . ,mk) d’entiersmi ≥ 1,

h(x) =
1

m1 +
1

m2 +
1

. . .

mk + x

.

Une telle homographie s’exprime alors à l’aide descontinuants

h(z) =
Pk + zPk−1

Qk + zQk−1
,

où

Qk = Qk(m1, . . . ,mk), Qk−1 = Qk−1(m1, . . . ,mk−1),
Pk = Qk−1(m2, . . . ,mk), Pk−1 = Qk−2(m2, . . . ,mk−1).

Les polynômes continuants sont définis par récurrence

Qk(m1,m2, . . . ,mk) = mkQk−1(m1, . . . ,mk−1) +Qk−2(m1, . . . ,mk−2),

avecQ0 = 1, Q1(m1) = m1. Le polynôme continuantQk(m1,m2, . . . ,mk) est aussi la somme
de tous les monômes obtenus en barrant deux variables consécutivesmimi+1 dans le produit
m1m2 · · ·mk. Les continuants vérifient une propriété desymétrie

Qk(m1, . . . ,mk) = Qk(mk, . . . ,m1),

et l’identité du déterminant

QkPk−1 −Qk−1Pk = (−1)k.

L’intervalle fondamentalIw avecw = m1m2 · · ·mk est de longueur égale à

|Iw| =
1

Qk(Qk +Qk−1)
.

A.2 Croissance modérée deΛ(s)

La sérieΛ(s) ≡ Λ〈A〉(Id, s) s’exprime grâce aux itérés de l’opérateur de Ruelle Mayer. En effet,
on calcule

Λ(s) =
∑

w∈M∗

us
w

=
∑

k≥0

∑

w∈Mk

1

Qk
s(Qk−1 +Qk)s

=
∑

k≥0

∑

w∈Mk

1

Qk
2s(1 + Qk−1

Qk
)s

=
∑

k≥0

Gk
s [

1

(1 + x)s
](0).
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FIG. A.1 – situation pour la proposition A.1.

Formellement, on a

Λ(s) = (I − Gs)
−1[

1

(1 + x)s
](0).

D’après les propriétés spectrales deGs, Λ(s) possède un pôle simple ens = 1. En effet, au
voisinage des = 1, Gs s’écrit

Gk
s [f ](z) = λ(s)k es[f ] ψs(z) + N k

s [f ](z),

où

ψ1(z) =
1

log 2

1

1 + z
, e1(f) =

∫ 1

0

f(x)dx.

Dans notre cas,f(z) = 1
(1+z)s , on en déduit que, dans un voisinage des = 1,

Λ(s) =
1

1 − λ(s)
e⋆

s[f ](0) ψs(z) + (I −Ns)
−1[f ](0).

Le rayon spectral deNs étant strictement inférieur à 1,(I −Ns)
−1 est analytique ens = 1.

Pour appliquer le théorème des sommes harmoniques, il faut encore trouver un réelδ < 1 tel
queΛ soit analytique surRe(s) = δ et aussi prouver queΛ lorsque l’on s’éloigne de l’axe réel à
l’intérieur d’une bande verticale ne croisse pas trop vite.C’est l’objet de la proposition suivante

PROPOSITIONA.1 (CROISSANCE MODÉRÉE DEΛ(s)). Λ(s) n’a pas de pôles sur
〈

1
2 , 1
〉

et,
dans le domaineH, est enO(|s|r) pour unr ≥ 0, avec

H = {s ∈ C | 1

2
< α < Re(s) < β < 2 et Im(s) ≥ 4}.

Pour clarifier les choses on peut se référer à la figure A.1.

Preuve.La fonctionΛ s’écrit en fonction des continuants

Λ(s) =
∑

h

uh
s = 1 +

∞∑

k=1

∑

|h|=k

1

Qk
s(Qk +Qk−1)

s .
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Or d’après une propriété des continuants

Qk−1(m1, . . . ,mk−1) = Pk(mk−1, . . . ,m1),

donc

Λ(s) = 1 +

∞∑

k=1

∑

m1,...,mk
mi≥1

1

Qk
s(Qk + Pk)

s .

À chaque fraction irréductiblec/d de l’intervalle ]0, 1[, on peut associer 2 développements en
fraction continue, l’un propre où le dernier quotient vérifiemk ≥ 1, l’autre impropre où le dernier
quotient vérifiemk+1 = 1. Ainsi, tout couple(c, d) d’entiers vérifiantpgcd(c, d) = 1, d ≥ 2
et 0 < c < d peut s’écrire de 2 manières différentes comme un couple(Pk, Qk). Par ailleurs, le
nombre 1 s’écrit de manière unique(1, 1) et on obtient donc

Λ(s) = 1 +
1

2s
+ 2

∑

d≥2
0<c<d

pgcd(c,d)=1

1

ds(c+ d)
s

= 1 +
1

2s
+ 2

∑

d≥2
0<c<d

pgcd(c,d)=1

1

ds(c+ d)s

On considère les 2 ensembles

Ω = {(d, c) ∈ Z2 | d ≥ 2, 0 < c < d}
Ω′ = {(d, c) ∈ Z2 | d ≥ 2, 0 < c < d, pgcd(c, d) = 1}.

Tout élément(d, c) deΩ s’écrit de manière unique(d = ud′, c = uc′) avec(c′, d′) ∈ Ω′ etu > 1
(c’est la propriété du pgcd).

∑

(d,c)∈Ω

1

ds(c+ d)
s =

∑

u≥1

∑

(c,d)∈Ω′

1

(ud)
s
(uc+ ud)

s

=
∑

u≥1

1

u2s

∑

(c,d)∈Ω′

1

ds(c+ d)s

= ζ(2s)
∑

(c,d)∈Ω′

1

ds(c+ d)s

= ζ(2s)
∑

d≥2
0<c<d

pgcd(c,d)=1

1

ds(c+ d)
s

La conditionpgcd(d, c) = 1 peut donc être supprimée en divisant parζ(2s). On a alors

Λ(s) = 1 +
1

2s
+

2

ζ(2s)

∑

d≥2

1

ds

∑

0<c<d

1

(c+ d)s

= 1 +
1

2s
+

2

ζ(2s)

∑

d≥2

1

ds

∑

d<c<2d

1

cs
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Dans la double somme, on a besoin de bornes non strictes surc (pour utiliser une majoration par
des intégrales). On a

∑

d≥2

1

ds

∑

d<c<2d

1

cs
=
∑

d≥1

1

ds

∑

d<c<2d

1

cs

=
∑

d≥1

1

ds

∑

d≤c≤2d

1

cs
−
∑

d≥1

1

ds
(

1

ds
+

1

(2d)s
)

=
∑

d≥1

1

ds

∑

d≤c≤2d

1

cs
− (1 +

1

2s
)
∑

d≥2

1

d2s

= −(1 +
1

2s
)ζ(2s)

∑

d≥1

1

ds
+

∑

d≤c≤2d

1

cs

En résumé, on a obtenu

Λ(s) = 1 +
1

2s
+

2

ζ(2s)
(
∑

d≥1

1

ds

∑

d≤c≤2d

1

cs
− (1 +

1

2s
)ζ(2s))

= −1 − 1

2s
+

2

ζ(2s)

∑

d≥1

1

ds

∑

d≤c≤2d

1

cs

La formule de sommation d’Euler-Maclaurin permet d’évaluer

∑

d≤c≤2d

1

cs
.

THÉORÈMEA.2. Soitf une fonction à valeurs dansC définie sur l’intervalle[a, b], où a et b sont
des entiers. Si f est dérivable et à dérivée continue sur l’intervalle[a, b], alors on a

∑

a≤k≤b

f(k) =

∫ b

a

f(x) dx +
f(a) + f(b)

2
+

∫ b

a

(
{x} − 1

2

)
f ′(x) dx,

où{x} est la partie fractionnaire dex.

Ainsi, on a

∑

d≤c≤2d

1

cs
=

∫ 2d

d

dx

xs
+

1

2
(

1

ds
+

1

(2d)
s ) +

∫ 2d

d

({x} − 1

2
)
−s
xs+1

dx

=
1

s− 1
(1 − 21−s)

1

ds−1
+

1

2
(1 + 2−s)

1

ds
− s

∫ 2d

d

({x} − 1

2
)

1

xs+1
dx

On obtient finalement

Λ〈A〉(Id, s) = −1 − 2−s +
2

ζ(2s)

(
1 − 21−s

s− 1
ζ(2s− 1) +

1 + 2−s

2
ζ(2s)

)
−R(s)

= 2
1 − 21−s

s− 1

ζ(2s− 1)

ζ(2s)
−R(s) (A.1)

avec

R(s) =
2s

ζ(2s)

∑

d≥1

1

ds

∫ 2d

d

({x} − 1

2
)

1

xs+1
dx.
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Posantσ = Re(s), on remarque

∣∣∣∣∣

∫ 2d

d

({x} − 1

2
)

1

xs+1
dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 2d

d

∣∣∣∣
1

xs+1

∣∣∣∣ dx =

∫ 2d

d

1

xσ+1
dx =

1

σ
(2−σ − 1)

1

dσ

d’où

|R(s)| ≤
∣∣∣∣

2s

ζ(2s)

∣∣∣∣
∑

d≥1

∣∣∣∣
1

ds

∣∣∣∣
1

σ
(2−σ − 1)

1

dσ
= 2

|s|
σ

(2−σ − 1)
ζ(|2σ|)
|ζ(2s)|

Ainsi R(s) est analytique pourRe(s) > 1
2 . On voit donc queΛ(s) n’a pas de pôles pour12 <

Re(s) < 1.
La deuxième partie de la preuve peut être faite grâce à des majorations sur un domaine approprié
deζ(2s− 1)−1 et deζ(2s) (d’après [24]).

A.3 Calcul de l’entropie h(CF)

On calculeh(CF) = −λ′(1) grâce aux propriétés spectrales dominantes deGs en considérant les
résidus de

−1

λ′(1)

1

log 2

∫ 1

0

dt = Res
[
(I − Gs)

−1[1](0)
]
s=1

= Res

[
∑

w∈M∗

1

Q2s
k

]

s=1

.

Or par un calcul du même type (mais beaucoup plus simple) que celui conduisant à l’expres-
sion (A.1), on a

∑

w∈M∗

1

Q2s
k

=
∑

c,d
c<d

pgcd(c,d)=1

1

d2s
=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)
− 1,

où ζ(s) =
∑

k≥1 1/ks est la fonctionζ de Riemann. Le résidu de cette expression ens = 1 est

1/ζ(2) = 6/π2. On obtient finalement−λ′(1) =
π2

6 log 2
.

A.4 Cas la longueur de cheminement pour les tries-ABR

On rappelle l’expression pour la longueur de cheminement dutrie-ABR du corollaire 9.3.

PB(n) ∼ Cn logn avecC :=
3

π2


1 + 4

∑

k≥2

1

k2 − 1
log

k + 1

2


 .

Le but de cette section est de montrer un exemple de calcul de constante pour la source en fraction
continue. Le calcul deC ne dépend pas de la distribution choisieF (voir la section 9.1.3 et
les théorèmes de la section 8.2) ; on peut donc supposer une distribution uniforme. La série de
Dirichlet s’écrit

Λ〈B〉(Id, s) = 2
∑

w∈M∗

∑

i<j

uw·iuw·j

U2−s
w·[i,j]

.
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En considérant les continuants correspondant à un motw = m1m2 · · ·mk de longueurk, on
calcule alors

uw·i =
1

Q2
k(

Qk−1

Qk
+ i)(

Qk−1

Qk
+ i+ 1)

, Uw·[i,j] =
(j − i+ 1)

Q2
k(

Qk−1

Qk
+ i)(

Qk−1

Qk
+ j + 1)

.

On calcule

Gk
s [f ](0) =

∑

(m1,...,mk)∈Nk

1

Q2s
k

f

(
Pk

Qk

)
=

∑

(m1,...,mk)∈Nk

1

Q2s
k

f

(
Qk−1

Qk

)

où la deuxième égalité provient de la relation de symétrie des continuants. On peut donc écrire
par identification

Λ〈B〉(Id, s) = 2
∑

w∈M∗

∑

i<j

1

(j − i+ 1)2−s

1

Q2s
k

(Qk−1

Qk
+ i)1−s(Qk−1

Qk
+ j + 1)1−s

(Qk−1

Qk
+ i+ 1)(Qk−1

Qk
+ j)

= 2(I − Gs)
−1[fij(z)](0)

avec

fij(z) =
1

(j − i+ 1)2−s

(z + i)1−s(z + j + 1)1−s

(z + i+ 1)(z + j)
.

Le résidu ens = 1 est

−1

λ′(1)

2

log 2
R avec R =

∫ 1

0



∑

i<j

1

(j − i+ 1)

1

(t+ i+ 1)(t+ j)


 dt.

On calcule (en posantk = j + 1)

R =

∞∑

i=1

∞∑

k=1

∫ 1

0

1

k + 1

1

(t+ i+ 1)(t+ i+ k)
dt.

Or la décomposition en éléments simples donne

1

(t+ i+ 1)(t+ i+ k)
=





1

k − 1

(
1

t+ i+ 1
− 1

t+ i+ k

)
1

2

∫ 1

0

1

(t+ i+ 1)2
dt si k 6= 1,

1

(t+ i+ 1)2
si k = i.

Finalement, la quantitéI s’écrit

R =

∞∑

i=1

1

2

∫ 1

0

1

(t+ i+ 1)2
dt+

∞∑

i=0

∞∑

k=2

1

(k + 1)(k − 1)

[∫ 1

0

1

t+ i+ 1
dt−

∫ 1

0

1

t+ i+ k
dt

]

=
1

2

∫ ∞

2

1

t2
dt+

∞∑

k=2

1

k2 + 1

∫ k+1

2

dt

t

=
1

4
+

∞∑

k=2

1

k2 − 1
log

k + 1

2
.



Annexe B

Chaîne de Markov

On étudie ici les constantes obtenue lors de l’analyse des tries (en particulier entropie, et
constantes liées à l’hybridation) dans le cas d’une chaîne de Markov avec une distribution uni-
forme. De même que pour la source en fraction continue, on peut supposer la distribution uni-
forme puisque la distribution n’intervient pas dans le calcul des constantes de cette annexe (voir
le chapitre 8).
On définit une chaîne de MarkovM à l’aide d’une matrice de transitionP = (pi|j) et d’un vecteur
de probabilités initialesp = (pi|0) (où l’état 0 correspond à l’état initial).
Les séries de Dirichlet qui interviennent sont les suivantes :

Λ
〈A〉
k (F, s) =

∑

w∈Mk

us
w

Λ〈A〉(F, s) =
∑

w∈M∗

us
w
,

Λ〈B〉(F, s) = 2
∑

w∈M∗

∑

(i,j)∈M2

i<j

uw·i uw·j U
s−2
w·[i,j],

Λ〈L〉(F, s) =
∑

w∈M∗

∑

i∈M

Uw·[>i] u
s−1
w·i .

On trouve une expression alternative des séries ci-dessus pour une chaîne de markov (par récur-
rence) :

Λ
〈A〉
k (Id, s) = teP k−1

s ps (k ≥ 1)

Λ〈A〉(Id, s) = 1 + te(I − Ps)
−1ps,

Λ〈B〉(Id, s) = 1 + tbs(I − Ps)
−1ps,

Λ〈L〉(Id, s) = 1 + tls(I − Ps)
−1ps.

Ces expressions font intervenir le vecteur unitéte, la matricePs = (ps
i|j), le vecteurps = (ps

i|0)

et les vecteursbs = (bs[k]) et ls = (ls[k]) de composantes

bs[k] = 2
∑

i<j

pi|kpj|k P
s−2
[i,j]|k, ls[k] =

∑

i

P[>i]|k p
s−1
i|k ,

où comme dans toute cette thèseP[i,j]|k = pi|k + · · · + pj|k etP[>i]|k =
∑

ℓ>i pℓ|k.

180



181

Soitπs le vecteur propre associé à la valeur propre dominanteλ(s). On a

Psπs = λ(s)πs.

Le vecteurπs est de plus normalisé ens = 1 puisqu’il s’agit alors d’un vecteur de probabilités
dont la somme des composantes vaut 1.

LEMME B.1 (ENTROPIE D’ UNE CHAÎNE DE MARKOV). L’entropie de la chaîne de Markov est

h(M) = −λ′(1) = −
∑

k

πk

∑

i

pi|k log pi|k. (B.1)

Preuve.Par définition, l’entropie de la chaîne de MarkovM est égale à

h(M) = lim
n→∞

− 1

n

∑

w∈Mn

uw log uw

= lim
n→∞

− 1

n

∂

∂s

(
∑

w∈Mn

us
w

)

s=1

= lim
n→∞

− 1

n
te
∂

∂s
(Pn−1

s ps)s=1.

Or on calcule la dérivée

∂

∂s
(Pn−1

s ps) = (n− 1)
∂Ps

∂s
Pn−2

s ps + Pn−1
s

∂ps

∂s
.

Ens = 1, on obtient

h(M) = −te

(
∂Ps

∂s

)

s=1

π1,

oùπ1 est le vecteur stationnaire de la chaîne de Markov. On retrouve ainsi le résultat bien connu

h(M) = −
∑

k

πk

∑

i

pi|k log pi|k.

Par ailleurs en dérivant par rapport às la relationPsπs = λ(s)πs, on a

∂Ps

∂s
πs + Ps

∂πs

∂s
= λ′(s)πs + λ(s)

∂πs

∂s
.

En multipliant à gauche parte (la transposée du vecteur unité), l’équation précédente ens = 1
s’écrit

te

(
∂Ps

∂s

)

s=1

π1 + teP1

(
∂πs

∂s

)

s=1

= λ′(s)teπ1 + λ(1)

(
∂πs

∂s

)

s=1

.

En tenant compte des simplifications dues au fait queP1 est une matrice de transition etπ1 un
vecteur de probabilités, il reste

te

(
∂Ps

∂s

)

s=1

π1 = λ′(1),

ce qui termine la démonstration.
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Le lemme suivant permet d’expliciter le résidu des sériesΛ〈·〉(s, Id).

LEMME B.2. Le résidu de lake composante de(I − Ps)
−1ps est égal à

− 1

λ′(1)
πk,

oùπk est lake composante du vecteur stationnaireπ1.

Démonstration.On utilise la relation de décomposabilité (projection sur le sous-espace propre
dominant) valable dans un voisinage de l’axe réelPsps = λ(s)πs +Nsps. On obtient donc

P k
s ps = λ(s)kπs +Nk

s ps,

et donc

(I − Ps)
−1ps =

1

1 − λ(s)
πs + (I −Ns)

−1ps.

Or (I −Ns)
−1 est holomorphe au voisinage des = 1, on en déduit le résidu de(I − Ps)

−1ps

− 1

λ′(1)
π1.

Enfin la proposition donne les résidus des séries de Dirichlet pour une chaîne de Markov ens = 1

PROPOSITIONB.3 (RÉSIDUS DES SÉRIES DEDIRICHLET POUR UNE CHAÎNE DEMARKOV).
Les résidus des séries de Dirichlet pour une chaîne de MarkovM de matrice de transition
P = (pi|j) et de vecteur stationnaireπ = (πk) sont

Res(Λ〈A〉(Id, s), s = 1) =
1

h(M)

Res(Λ〈B〉(Id, s), s = 1) =
2

h(M)



∑

k

πk

∑

i<j

pi|kpj|k

P[i,j]|k




Res(Λ〈L〉(Id, s), s = 1) =
1

h(M)

(
∑

k

πk

∑

i

P[>i]|k

)
,

oùh(M) = −∑k πk

∑
i pi|k log pi|k est l’entropie.



Annexe C

Extension aux bucket-tries

On considère souvent pour des applications de type bases de données [25, 66] des variantes de
tries appeléesb-tries ou «bucket tries» (voir la section 2.2.1), où la règlede construction est un
peu relâchée.
Le cadre d’analyse est exactement le même. Nous précisons ici juste les conclusions correspon-
dantes.

COROLLAIRE C.1.Pour les bucket tries de capacitéb, la hauteur obéit une loi de type double
exponentielle

lim
n→∞

sup
k≥0

∣∣Pr{hn ≤ k} − exp[−ρb λ(b + 1)k nb+1]
∣∣ = 0,

avecρb > 0 et la valeur moyenne de la hauteur satisfait

E[hn] ∼ b+ 1

| logλ(b + 1)| logn.

La taille, défini comme le nombre de nœuds internes de l’arbrea pour espérance

S(n) ≈ 1

b h(S)
n.

Les différents types de longueurs de cheminement peuvent être définis et s’analysent de la même
façon : En moyenne, une branche de l’arbre est de hauteurlog n/h(S) et diffère de celle d’un trie
standard seulement enO(1). On remarque que la distribution de la hauteur change radicalement.
La formule pour la taille exprime le fait que les pages sont utilisées avec un taux égal àh(S).
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Résumé.Les arbres digitaux, également connus sous le nom de “tries”sont une structure de don-
née générique et flexible qui permet d’implanter des dictionnaires construits sur des ensembles
de mots. Nous donnons une analyse de trois représentations principales de ces arbres, les arbres-
tableaux, les arbres-listes, et les arbres ternaires de recherche. La taille et les coûts de recherche de
ces représentations sont analysés précisément en moyenne,tandis qu’une analyse en distribution
de la hauteur est obtenue. Le modèle unificateur d’analyse est celui des “sources dynamiques”,
lesquelles recouvrent les modèles classiques comme les sources sans mémoire (à symboles indé-
pendants), les chaînes de Markov finies, et les densités initiales non uniformes. Les propriétés pro-
babilistes des principaux paramètres de taille, longueur de cheminement et hauteur apparaissent
liées à deux caractéristiques fondamentales de la source : l’entropie et la probabilité de coïnci-
dence. Ces caractéristiques se trouvent elle-mêmes reliées aux propriétés spectrales d’opérateurs
de transfert du type introduit par Ruelle.

Mots clés.Théorie de l’information, sources dynamiques, analyse d’algorithmes, arbres digitaux,
tries, arbres ternaires de recherche, opérateur de transfert, fractions continues.

Abstract.Digital trees, also known as tries, are a general purpose flexible data structure that im-
plements dictionaries built on sets of words. An analysis isgiven of three major representations
of tries in the form of array-tries, list tries, and bst-tries (“ternary search tries”). The size and the
search costs of the corresponding representations are analysed precisely in the average case, while
a complete distributional analysis of height of tries is given. The unifying data model used is that
of dynamical sources and it encompasses classical models like those of memoryless sources with
independent symbols, of finite Markov chains, and of nonuniform densities. The probabilistic be-
haviour of the main parameters, namely size, path length, orheight, appears to be determined by
two intrinsic characteristics of the source : the entropy and the probability of letter coincidence.
These characteristics are themselves related in a natural way to spectral properties of specific
transfer operators of the Ruelle type.

Keywords.Information theory, dynamical sources, analysis of algorithms, digital trees, tries, ter-
nary search tries, transfer operator, continued fractions.
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