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Chapitre 1

Introduction

Motivations. Les arbres digitaux, encore appelés tries, sont une steudi données centrale
en informatique. llIs reproduisent un principe utilisé paeraple dans les dictionnaires ou les
répertoires téléphoniques. Les noms sont regroupés saloptemiere lettre, ce qui permet un
acces rapide (grace a un onglet par exemple). Ce mécanismétpe poursuivi récursivement
jusqu’a séparer les mots les uns des autres : on aboutit atnuctuse de trie. Etant donné un
alphabet fixéM = {aq,...,a,}, et en notant” un ensemble de mots infinis sur I'alphabet,

le trie associé & est défini récursivement par la régle,

trie(Y) = (trie(Y'\a1), ..., trie(Y'\a,)),

ouY \ « signifie le sous-ensemble d&contenant les mots qui commencent peaet dont on a
retiré le premier symbole. La récursion est arrétée dés lors qgueontient moins de deux élé-
ments. L'avantage du trie est qu'’il ne considere que I'efdeminimal des préfixes nécessaires
pour distinguer 'ensemble des élémentside

La recherche d’'un mot consiste en I'examen successif deettessl. Chaque lettre supplémen-
taire conduit a restreindre I'ensemble des mots qui pantdgenéme préfixe. Dans I'arbre, cela
correspond a cheminer le long d’'une branche. Les opératiamsertion et de suppression d’'un
mot peuvent étre également facilement implantées. Latstieide trie est donc particulierement
adaptée pour les applications de type dictionnaire, y caans un contexte dynamique ou
I'ensemble des mots n’est pas «figé» mais peut varier énoemigpar insertions et suppressions
successives de mots.

Dans cette thése, nous envisageons ces structures dadsdeled’analyse en moyenne. A partir

d’'un modeéle aléatoire sur les entrées, on étudie les comperits fins de la structure. Les tries

ont beaucoup été étudiés (et le sont encore), mais dansridegnaajorité des cas en considérant

un modéle probabiliste simple. Lensemble des mots estyirad’'aide d’'une source classique

(source sans mémoire ou la probabilité d’apparition d’umisgle est indépendante du passé ou

encore les chaines de Markov qui prennent en compte un pags€éla désigne le cadre clas-

sigue d’analyse en moyenne des tries.

Les considérations pratiques liées a ces structures samgdiates :

— I'étude en moyenne est réalisée dans un modéle classiguieoR considérer d’autres types de
sources, si possible plus générales ou réalistes ?

— Comment implanter en machine une structure de trie ates®ai

La deuxieme question a été partiellement traitée par BertleSedgewick [8]. Ces deux au-

teurs, suivant une idée de Clampett [15] introduisent lacstire deTsT (ternary search trig qui

considére un principe ternaire de branchement afin de remefsefficacement un trie. Lexpéri-

mentation sur des données réelles montre qu'’il s’agit datnecture de données parmi les plus

1



efficaces pour traiter des données textuelles. Les autencduent en fait qu’on peut avantageu-
sement utiliser legsT en lieu et place des tables de hachage dans bon nombre datjapis.
Cette démarche expérimentale (appuyée par une étude dpins ties cas) donne une intuition
guant au bon comportement de la structure mais ne constiiarge preuve.

A la méme époque, je m’intéressais aux mémes questiondlj@igucela par I'étude en moyenne
des tries de nombres basés sur la numeération en fractioimaenEn effet, la source considérée (le
développement en fraction continue) est I'exemple typidjuee source de symboles ne rentrant
pas dans le cadre classique. En particulier I'alphabet@&stémble des entiers naturels (donc
non borné) et les dépendances entre symboles sont égalaomettornées (contrairement au
cas markovien). Les questions pratiques liées a I'imptentade la structure d’arbre se posent
naturellement.

L'exemple de la fraction continue illustre la démarche ditecthése. Nous proposons deux axes

de généralisation :

— Le premier axe concerne le modéle aléatoire. A la questom@ent produire les mots ?»,
on s'inspire du domaine des systémes dynamiques en phystiafistique. Un mot n’est autre
gue la succession d’états dans un systéme dynamique.itlisiajune généralisation, puisque
ce modele de source dit «dynamique» englobe les sourcesngameire, les chaines de Mar-
kov, et également la source en fraction continue du paragrppecédent. De plus, ce modeéle
permet également de considérer une certaine densité poanfeyuration initiale du systeme
dynamique. On obtient alors une source dynamigobabilisée

— Le deuxiéme axe concerne la structure elle-méme. De daebe la structure de trie, abstraite,
peut-elle étre effectivement représentée en machine ?doe fan peu inattendue, une solution
élégante a cette question (celle-la méme retenue par Beazitledgewick pour construire les
TST) consiste a mettre en vis-a-vis deux structures que toudsgpponceptuellement : les arbres
binaires de recherche et les tries. Ces structures d'dipoeant parmi les plus étudiées et les
plus utilisées, retiennent chacune la quintessence de hpipes de construction bien dis-
tincts. L'arbre binaire de recherche s’appuie sur I'ordidatif a I'intérieur de I'univers des clés
(les éléments a stocker dans I'arbre) tandis que le trieidéresles clés au travers de leurs
représentations. Ces deux structures se rejoignent dépstlvese. Les tries restent le princi-
pal objet d'étude, mais les arbres binaires de rechercharaispent sous un jour nouveau. Le
rapprochement des deux structures s’avere «algorithnmigoe» intéressant. La structure de
ternary search triehybridation d’'une structure globale de trie et de mulsgebres binaires de
recherche locaux, fournit une structure de données effitasersT s'avérent en pratique au
moins aussi efficaces que les tables de hachage tout entafésufonctionnalités supplémen-
taires.

Nous envisagerons d’autres hybridations comme celleteégid'une structure de trie et d'une
liste chainée ordonnée, ou encore de la représentatiaicgiagies tries grace a des tableaux de
pointeurs. Ce sont donc réellement des tries générauxdegoqui sont considérés dans cette
thése, afin de se rapprocher d’'une implantation réelle dedetare de trie.

C’est du point de vue de I'analyse en moyenne que nous étsidies deux généralisations. Le

modele de source, tres général et flexible, permet a la foa@ser un modele proche de la

réalité et un cadre d’analyse élégant. Nous nous attaclssestellement a comparer différents
types de représentation (les hybridations les plus nésrdl trie) avec ce modéle de source, ce
qui nous permettra de confirmer par I'analyse la suprématia dtructure desrT.

Méthodes.Nous utilisons des méthodes variées allant des méthodbalplistes aux méthodes
analytiques avec une excursion originale vers I'analysetfonnelle.

Du fait des généralisations proposées pour la source diritigtion des tries, nous introduisons
des outils jusque la non employés en analyse en moyenne. ¢doaimencons par rappeler le
schéma classique d’analyse en moyenne pour les tries afirielex isituer ou interviennent les



modifications dues a I'introduction d’un nouveau type dersewt I'hybridation.

L'analyse débute par le calcul d’'une expression exacte da&léaur moyenne de divers parametres
(la hauteur, le nombre de nceuds internes ou encore la londaalheminement). Les méthodes
employées peuvent étre probabilistes ou encore faire appekchniques de séries génératrices.
Nous obtenons des expressions ol interviennent les piidéalgju’'un mot commence par un
préfixe donné, ce que nous appelonspesbabilités d'apparition de préfixesSi les résultats
obtenus sont exacts, ils restent peu informatifs dans ke@ei est difficile de voir directement les
ordres de grandeur impliqués. Ceci justifie I'étude du corgpoent asymptotique. Les résultats
précédents, et cela est caractéristique des analyses alatatructures digitales, s’expriment a
I'aide de sommes dites «harmoniques». Une somme harmoegjume somme de la forme

Fz) =Y Mef(ura), (1.1)

keK

ou les familles(A\)rex €t (ur)rex représentent respectivement les «amplitudes» et les «fré-
guences», ef est appelée «fonction de base». Ici les amplitudes commidgsences s’'ex-
priment en fonction des probabilités d’apparition de peixUn outil classique pour I'analyse
asymptotique de sommes harmoniques est la transforméeltie. e permet en effet de passer
(dans tous les modéles de source) d'une forme close du tyfleljea une formule asymptotique
en passant par I'étude des pOles dedee de Dirichletassociée

O(s) = Z Ak -

keK

C’est a ce niveau que les deux cadres d’analyse divergens. IB&adre classique, les probabilités
d’'apparition de préfixes et les séries de Dirichlet asssaée une expression simple et explicite
qui permet de conclure I'analyse grace des techniques lgsmélémentaires. Souvent les résul-
tats obtenus le sont dans un modéle aléatoire dit de Poissanodeéle simplifiant I'analyse mais
qui rend les résultats moins «lisibles». Une derniére ét@mepoissonisatiopermet d’aboutir
au résultat final.

Le schéma non classique des sources dynamiques probebigsées tries hybrides ajoute au
schéma précédent des techniques d’analyse fonctionbalt&fférence majeure avec le cas clas-
sique survient lors de I'analyse asymptotique. Les prdibébid’apparition de préfixes et donc
les séries de Dirichlet mises en jeu n’admettent plus desgions simples. Dans le contexte des
sources dynamiques, la probabilité d’apparition d'un peéfiorrespond exactement a la mesure
d’'un intervalle appeléntervalle fondamenta(l'intervalle est donc I'ensemble des états initiaux
du systéme qui passent par les états successifs correspanctdettres du préfixe). Nous appel-
lerons encore cette probabilitéi@eesure fondamentafmur ce préfixe. Nous avons donc besoin
d’engendrer les mesures fondamentales puisque ce sag-cetjui interviennent dans les séries
de Dirichlet. Nous introduisons a cette fin dgmrateurs générateur€es opérateurs introduisent
des méthodes d’analyse fonctionnelle et sont directeneptrés des opérateurs de transfert de
Ruelle. Historiquement, ces opérateurs dérivent des tqpésatransformateurs de densité. Ruelle,
dans le cadre des systemes dynamiques, a étendu ces ofgeatees opérateurs de transfert en
leur adjoignant un paramétre supplémentaire lié a la teatpér du systeme. Brigitte Vallée a
initié I'utilisation de tels opérateurs dans le cadre dedlgse d’algorithme.

Nous introduisons dans cette thése une nouvelle extens®optrateurs de transfert de Ruelle
adaptée aux tries hybrides. On obtient des opérateursséatits opérant sur des espaces de fonc-
tions de plusieurs variables. Ces nouveaux opérateurdasiede facon appropriée les opérateurs
de transfert, tout en gardant de bonnes propriétés spextral

Ces opérateurs engendrent les mesures fondamentales, @enge une expression alternative
des séries de Dirichlet associées au probléme. Nous poewautilisant les propriétés spectrales



- N
‘ Structures noeuds (h.6) ‘
Q - " l N
}:} Séries génératrices ¢y, g)
3 multivariées
®
[ ¥
%‘ Valeurs moyennes Structure récursive ch.5)
c Structures noguds (Ch.6) du trie ’
<
- N / 8 . I
Expression exacte dépoissonisation Expression exacte
| depoissonisation N
Valeurs moyennes des paramétres du trle Valeurs moyennes des paramétres du tr(e|
Poisson (ch. 6) poissonisation Bernoulli (Ch.6)
(Ch.8)
L J
transformée de Mellin
(Ch.3et8)
Etude de la série de Dirichlet des (C"-7)
Ny - N
° intervalles fondamentaux / Modeéle sur la source
=3 o Opérateur de Ruelle
g transformée de Mellin (Ch. 4 et8)
=4 inverse (Ch. 8)
£
7y
g Comportement asymptotique ) Comportement asymptotique
@ Valeurs moyennes des parametres du trig Valeurs moyennes des parameétres du tfie
> Poisson dépoissonisation| .
o] (Ch. 8) (Ch. 8) Bernoulli (Ch. 8)
o .
<
- /

FiG. 1.1 — Les différentes étapes de I'analyse.

dominantes localiser assez précisément les poles de des. g&insi malgré la généralité de la
source, nous obtenons grace une analyse de Mellin 1égétenteptée des résultats finaux précis.
La encore, une derniére étape de dépoissonisation essa@egsour passer du modele de Poisson
vers le modéle plus «naturel» dit de Bernoulli. Outre deswis classiqgues comme la méthode
du point de col, nous introduisons la dépoissonisation dielét.

Résultats.Les résultats sont multiples et se situent a plusieurs nkd2iabord, et c’est d'ailleurs
I'intérét du modele de source considéré, I'existence denétés spectrales dominantes permet
d’exprimer les résultats a I'aide de constantes caratifiris intrinséques de la source. Nous ex-
primons ces constantes grace a I'un des objets spectraux@atmomniprésent dans cette thése,
la fonction valeur propre(s) (définie sur un voisinage de I'axe réel). Les constantec#sna
une sources, I'entropie h(S) et la probabilité de coincidene£S), sont reliées a cette fonction
par les formules

h(S) = —N(1),  ¢(S) = A\2).

Les résultats principaux concernent un trie aléatoiretcoihsurn mots produits par une source

dynamique probabilisée.

(7) La hauteur d'un trie standard a une espérancégn et la loi de distribution est de type
double exponentielle,

E[hy) logn

2
[log ¢(S)]

lim sup ‘Pr{hn <k} —exp [*PC(S)kHQH =0,
n—00 k>0

ou p est une constante positive relative a la sogre¢ a la densité initiale.



(i) La valeur moyenne du nombre de nceuds internes du trie (a@gelément la taille du trie)
est, a quelques fluctuations pres, linéaire par rappeiednombre de mots stockés

(#4¢) La valeur moyenne de la longueur de cheminement dépend @udijyybridation choisi
pour le trie. Désignons pdrd) I'hybridation utilisant des tableaux de pointeurs, p&j celle
qui utilise des listes ordonnées et @) celle qui utilise les arbres binaires de recherche.
Pour toute source définie a partir d'un alphabet fini, leswalenoyennes des longueurs de
cheminement sont toutes @rog n,

KL(S)
7(S)

Kp(S)
7(S)

1
Ps(n) ~ —=nlogn, Pr(n) ~

nS) nlogn, Pg(n) ~

nlogn,
avec des constantes explicitég;, (S), Kz (S) dépendant uniquement du mécanisme de la
sourceS (et pas de la densité initiale). Les résultats sont & parigeleux catégories : les
paramétres additifs regroupant les parametres de taille éingueur de cheminement, et le
paramétre de la hauteur.
Dans le cas d'un alphabet infini, le trie représenté a |'aatdeiaux de pointeurs ne correspond
plus a rien en tant que structure de données. Dans ce casdtes de grandeur des valeurs
moyennes des longueurs de cheminement des tries en liste rtab ernBR peuvent étre dif-
férents. Le mécanisme de source basé sur les fractionsaesttonstitue d’ailleurs un exemple
d’'un tel phénomeéne.
Nous avons mentionné ci-dessus les résultats centrausttddtoese. Par ailleurs, la chaine d’ana-
lyse suivie fournit une série d’autres résultats qui ont latérét propre et que nous ne détaille-
rons pas dans cette introduction (ceux-ci concernent lersis combinaisons entre modéles
aléatoires, analyse exacte ou asymptotique et les paesirtries).

De plus, I'analyse fait une incursion inédite dans les arbiraires de recherche. Pour le modéle,
trés largement utilisé en pratique, des arbres binairesa®rche ol I'égalité des clés est permise,
nous fournissons de nouveaux résultats grace a une méynodelgue originale.

Enfin, une étude expérimentale a partir du livre d'H. MeéMobydickcorrobore qualitativement
'analyse en moyenne. Cette étude valide également I'idésistant a hybrider les tries avec
des arbres binaires de recherche. En pratique, cela s'anékgant compromis entre efficacité
en temps et en espace. Le correcteur orthograplégelie , réalisé en collaboration avec P.
Zimmermann [17], constitue un autre exemple pratique otrlesire dersT est mise a profit (en
utilisant de plus une forme compressée).

Les résultats de cette thése ont fait I'objet de deux pamstibe premier [16] traite des tries
hybrides avec un modéle de source classique (source sansimaéhchaine de Markov). Le
second article [18] reprend ces résultats en les élardiasarsources dynamiques.



Chapitre 2

La structure de trie en
algorithmique
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De nombreuses structures d’arbre existent en informatiQuepeut grossiérement séparer ces
arbres en deux familles. Dans la premiére, les élémentkétatans I'arbre sont considérés de
facon «relative». Les éléments sont des atomes (dans légermaticien du terme, c.-a-d. indi-
visibles) et les opérations sur les éléments comme la caigoer, I'échange ou I'affectation sont
également considérées comme des opérations atomiquestr@esres se fondent sur des com-
paraisons sur les éléments de l'univers des clés pour ketrome information et font donc partie
desstructures de données fondées sur des comparajgéhd_autre famille d’arbres rassemble
les structures arborescentes ou I'on profite au contrairleddécomposabilité des éléments (on
peut décomposer un mot en lettres, un vecteur en ces conipsiah se rapproche donc des

structures de données axées sur la représentation.

6



2.1. Arbres digitaux et tries 7

Les arbres binaires de recherche ou les tas (utilisés pqaiter les files de priorité) constituent
des exemples d’arbres appartenant a la premiére catégesi@arbres digitaux et les tries, sont
I'archétype de la deuxiéme famille d’arbres.

Nous décrivons dans un premier temps les différentes éar@tou extensions des arbres digitaux.
Dans un deuxiéme temps, nous détaillerons quelques applisa

2.1 Arbres digitaux et tries

Le terme «trie» provient de la contraction de deux mots amgkiree» et «retrieval» et a été in-
troduit par Fredkin [47]. C’est un arbre planaire (c.-a.ethdes fils sont ordonnés), qui est utilisé
dans la recherche lexicographique ou plus généralementgmapplications de type dictionnaire.
La structure de trie est une structure de donnée dynamicuméalpour représenten ensemble
de motsqui évolue, car il est facile de supprimer, rechercher, aosmnajouter un mot (voir la
section 2.3 sur les applications).

2.1.1 Définitions

Soit un alphabeM inclus dansN fini ou dénombrable, de cardinak N* U {+oc0}. L'ensemble
des mots infinisvi™ est défini par

MY ={m=mmy... |Vj>1, m; € M}.
Pour un motw infini, on peut définir la notion dpréfixe Un motw est un préfixe d’'un moi s'il

existe un motu tel que I'on aitw = v-u. Le motu dans cette décomposition est appmiffixe

On définit les fonctiongéteo : MY — M etqueuel : MY — MY (qu'on aurait aussi bien pu
nommercar etcdr en référence au langagesp) par

=myma---— a(m) =ma,

=

:mlmQ...._)I(m):QO?)....

Remarque —L'applicationT définit une opération de décalage.

On introduit égalementla notatidr,,; poura € M afin de désigner la restriction de la fonctibn

aux mots qui commencent par le symbaeléoura € M, on al'applicatiorily,, : a-MN — MY
définie par

Ty m=amy--— T, (m)=mamgz---.
Ces définitions s'étendent de fagon naturelle aux ensernblesites de mots.
ExempleConsidérons I'ensembl& a deux élémentX = {abac..., babc...} sur l'alphabet
M = {a, b, c}. On calcule les décalés

T(X) ={bac..., abc...}, Ty(X)={bac...}, Ty (X)={abe...}, T 4(X)=2.

1Le terme digital fait référence au fait que I'on décomposgdanée en «digits».
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FiG. 2.1 — Arbre digital partiellement développé pour les matsbaa..., aabcebb..., beaaac...,
beaach..., caabaa..., cababb..., caccbb..., caccbe....

2.1.2 Arbre digital

Nous définissons maintenant les structures d’arbre digttale trie a I'aide de ce formalisme
directement issu des systemes dynamiques (le lien seaufahapitre 4).

DEFINITION 2.1 (ARBRE DIGITAL). Soit X une multipartie (avec répétitions possibles) finie
d’éléments deV™. On construit I'arbre digital associé &, notédigital(X), grace a aux régles
récursives :

— si|X| =0, alorsdigital(X) = @ (I'arbre est vide).

— si|X| > 0, l'arbre digital(X) est

digital(X) = <o,digita|(lm (X)), ... digital (T, (X))> ,

ou le symbole désigne un nceud interne.

La structure d'arbre digital correspond a la vision la phlusiitive d’'un ensemble de mots sous
forme d’'un arbre : on associe & chague mot une branche ded:drlexemple de la figure 2.1
illustre en particulier le fait qu’un arbre digital constrsur des mots infinis est lui-méme infini.

2.1.3 Trie

La structure de trie [48, 63, 71, 90] utilise une régle de teaison récursive différente de celle
de l'arbre digital. Elle sépare également les mots selors [préfixes, mais pour le trie on stoppe
la récursion dés que tous les mots ont été distingués.

DEFINITION 2.2 (TRIE). On construit le trie associé X, notétrie(X ) grace aux régles récur-
sives suivantes :

— si|X| =0, alorstrie(X) = @ estvide.

— si|X|=1(.e.X = {x}), alorstrie(X) est unnceud externétiqueté patr.

— si|X| > 2, le trie trie(X) est

trie(X) = <., trie(T) (X)), - ., trie(Ty, (X))> ,

ou le symbole désigne un nceud interne.
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FIG. 2.2 — Trie construit sur le méme ensemble de mots que celaifitpure 2.1.

Le trie correspondant au méme ensemble de mots que pour fe figl est dessiné sur la fi-
gure 2.2. Le passage de l'arbre digital au trie permet de sexgdévelopper» complétement la
structure d’'arbre.

La fonction essentielle reste de séparer les élémenf$ d@pres leurs préfixes. Le nombre de
noeuds externes du trie est égal au nombre d’éléments derfdhsX (pourvu que les éléments
de X soient tous distincts).

Au vu de ces définitions, on peut faire plusieurs remarquestrie comme l'arbre digital ne
dépend que de I'ensemhl¢ et non pas de I'ordre dans lequel on insére les élémentsitEnsiu
les éléments d& ne sont pas tous distincts, le trie est infini puisqu’on ne péparer deux mots
identiques en examinant leurs préfixes. La branche comelse se développe indéfiniment.
Il est également intéressant de noter que le degré du test(&' dire le nombre maximal de
branchements d’'un nceud du trie) est au plus égatdcard M, n), ouM est I'alphabet et le
cardinal de I'ensembl&’. Si M = {0, 1} (cas binaire), le trie résultant sera binaire.

Dans la pratique, les mots sont finis. Mais le trie peut touh@ene étre construit grace aux regles
récursives de la définition dés lors qu’aucun mot n’est Idixgél'un autre (par exemple, I'ad-
jectif «uni» est un préfixe du nom commun «unicité»). Afin d&br une structure universelle,
on choisit généralement d'ajouter un caractére de tersonafdistinct de tout symbole de I'al-
phabetM) a la fin de chacun des mots (en considérant 'ensefunié? , unicité# } au lieu
{uni ,unicité  } par exemple). La propriété qu’aucun mot ne soit préfixe dutneaest alors
automatiquement vérifiée.

Remarquela structure d’arbre binaire de recherche (qu'on étudierdagon approfondie au
chapitre 6) est treés différente de la structure de trie.dred’insertion des clés devient primordial.
Le principe de construction d'un arbre binaire de recheedide suivant : on insére un a un les
éléments d'une liste de clés distinctes. On a pour uneXste (z1, 2, ..., z,) de clés

— si|X| =0, alorsabr(X) = @ estvide

— si|X| > 0, alorsabr(X) est

abr(X) = (x1,abr(X <y, ),abr(X=4,)),

ou X, désigne la liste des clés dé strictement inférieures a.

2.1.4 Parameétres

La structure de trie permet de différencier un ensemble dis selon leurs préfixes. Ainsi un
nceud internen du trie est en correspondance directe avec le préfixe comntousdes mots
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insérerz 5

x3 T4
supprimerz 3
a/b c

baa m acg

] £ £

FiG. 2.3 — A gauche, le trie construit sur I'ensembie = {x1, 2, 23,24}, avecz; = abaa,
xy = babb, v3 = cach, v4 = cacc. A droite, les trie construits suX \ {z3} et X U {x5} avec
x5 = abac.

stockés (il y en a au moins deux par définition) dans le someate racinen. Ce préfixe n'est

autre que la concaténation des lettres étiquetant la beamemant de la racine jusqu’au ncgud

La profondeur d’un nceud est le nombre de liens le séparaatrdeihe. La profondeur d’un nceud

est donc aussi la longueur du préfixe correspondant a ce nceud.

Il existe plusieurs parameétres naturels pour les tries gunpttent d’analyser le comportement

d’'algorithmes utilisant ce type de structure. Trois parmessont essentiels dans les tries :

— La hauteur H du trie est la profondeur maximale atteinte parmi I'enserdgs nceuds du
trie. C’est aussi la longueur maximale d’'une branche dy #tiielonc le nombre maximal de
comparaisons nécessaires pour départager deux mots. keuhast aussi le maximum des
longueurs d’un préfixe partagé par au moins deux mots du trie.

— Lataille T" du trie est le nombre de nceuds internes du trie. Ce paransitié & la taille
mémoire nécessaire au stockage du trie, le nombre total ddsétant égal a la somme de la
taille et du nombre: de nceuds externes. Rappelons qu’un nceud interne du trie dgislors
gue le mot associé est préfixe d’au moins deux mots du trie.

— Lalongueur de cheminement exterhest la somme des profondeurs des nceuds externes. Ce
parameétre mesure le nombre de comparaisons nécessaires@steuction du trie, ou pour
différencier tous les mots. En divisant parle nombre de nceuds externes, on obtient la pro-
fondeur moyenne d’'un nceud externe. Un nceud externe du triespond au préfixev d'un
unique élément de I'ensemble et ce préfixe est de plus minirsiabn en enléve le dernier
caractéere, le mot obtenu devient préfixe d’au moins deuxeésidu trie.

ExemplePour le trie de la figure 2.2, les valeurs des parameétres sdpdur la hauteur, 13 pour
la taille et 36 pour la longueur de cheminement.

2.1.5 Opérations usuelles

Insertion et suppression. Nous avons déja remarqué que la structure de trie ne dépsrikpa
I'ordre dans lequel les mots sont insérés. Pour chaqudimseon va créer exactement un noeud
externe mais aussi un certain nombre de nceuds internespd@apouvant varier énormément.
Symeétriquement la suppression d’'un mot correspond a lareapipn d’'un nceud externe et de
nceuds internes qui aprés la modification du trie ne sont @lides (dans le cadre de la défini-
tion 2.2). Ce type de phénomeéne est représenté sur la figiire 2.



2.2. Généralisations 11

Recherche. Le principe de la recherche est le suivant : pour tester siatnsmest présent parmi
un ensemble de mofs, on commence par construire le trie associé a I'enseiblénsuite, on
parcourt le motw lettre par lettre en empruntant la branche correspondantgedjusqu’a un
blocage éventuel (c’est a dire jusqu’a ce que la lettre sfloia’entrée ne corresponde a aucun
fils du nceud courant). S'il y a blocage sur un nceud interneplenfest pas présent. Si on arrive
a un nceud externe, il reste & comparer la fin du mot et les sgsbtiickés sur ce nceud externe.
Cette utilisation typique d’un trie peut également étre smes I'angle des automates. La structure
d’arbre est alors un automate associé a I'enseibigii décide si un mot est présent ou non dans
cet ensemble.

2.2 Généralisations

La structure de trie admet plusieurs variations qui s’appiuioujours sur une représentation des
données sur un alphabet.

2.2.1 Bucket trie

La premiére généralisation concerne le bucket trie, ereqgpelé-trie. C’est une structure de trie
dont on a relaché la regle récursive d'arrét lors de la coostm.

DEFINITION 2.3 (BUCKET TRIE). Soitb > 1 un entier appelé&apacité Soit X une multipar-
tie (avec répétitions possibles) finie d’éléments/dé’. On définit leb-trie associé axX, noté
bucket(X') grace aux régles récursives suivantes :

— si|X| =0, alorsbucket(X) estvide.

— si|X| < b, alorsbucket(X) est unnceud externétiqueté parX .

— Si|X| > b, bucket(X) est

bucket(X) = <., bucket(Tyy; (X)), ..., bucket(Ty,, (X))> :
ou le symbole désigne un nceud interne.

On voitimmédiatement que le cas du trie usuel correspondsiu-€ 1. La quantité est appelée
capacité, car on peut voir les nceuds externes comme des @paygsla «capacité» de stocker
jusqu’ab données. Un exemple detrie avech = 3 est dessiné sur la figure 2.4.

Le principe de recherche est analogue a celui d'un trieigassPour recherchep, on chemine
dans leb-trie en suivant la branche dictée par les lettresudgusqu’a atteindre une page. |l reste
alors a vérifier que la clé est bien présente dans cette pagerklléle avec un dictionnaire estim-
médiat et naturel. On commence d’abord par rechercher lapagrapport aux premieres lettres.
Une fois la page localisée, une deuxieme procédure de aheséquentielle ou dichotomique,
est déclenchée.

Le b-trie est utilisable comme index (stocké en mémoire infepwir de grands volumes de
données. En ce cas, les sommets externes sont maintenusesorémoire secondaire (disque
magnétique) dont la taille de page dicte la valeub.de

2.2.2 Arbre pPATRICIA

L'arbre PATRICIA (acronyme déractical Algorithm To Retrieve Information Coded In Alpha
meric) a été introduit par Donald R. Morrison en 1968 [78]. L'idés ée contracter les branches
en ne gardant que les nceuds internes avec au moins deux fidfefEfes noeuds internes sans
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aba...
bba...

€ abb...
cb...

aa...

FIG. 2.4 — Unb-trie de capacité = 3 pour les motsicbaba..., acbbba..., accacc..., accach...,
accaaaq..., accchbe..., baabe....

FIG. 2.5 — Un triePATRICIA pour 'ensemble de mot de la figure 2.1.

branchement correspondent a des préfixes qui ne permetterttepdépartager deux mots. Les
liens de I'arbre ne sont donc plus étiquetés par des letteds par des mots. Dans une implanta-
tion, on peut stocker en chaque nceud un co(lptare,skip) qui indique la premiére lettre
de I'étiquette (c.-a-d. la lettre qui a mené a la créatiomd’'nouvelle branche) et le nombre de
symboles a «sauter» qui de toute fagcon n’'influencent pasteerehe. De la sorte on accélere I'ac-
ces a la feuille susceptible de contenir I'information r@ée : on conclut par une comparaison
lettre a lettre entre le motif recherché et le mot trouvé damsesure ou certaines lettres ont pu
étre sautées. Une implantationrierRICIA trie est présentée dans [90]. Un exemplederICIA

trie est dessiné sur la figure 2.5.

2.2.3 Arbre des suffixes

L'arbre des suffixes est une structure de données qui s'euuiune structure de trie. Ce trie
est construit sur 'ensemble des suffixes d’'un texte. Onridhit encore en ajoutant des liens
transversaux, appelés liens «suffixes». Ces liens sonhégst accélérer la recherche d’'un sous-
mot dans l'arbre. La structure obtenue esauiore des suffixes

Soitt un mot fini deM™* de longueuft| = n. Lensemble des suffixesff(¢) est 'ensemble des
décalés du mat
suff(t) = {TF(t) |0 <k <n—1}.

Le trie des suffixeassocié & un textieest I'arbretrie(suff (¢)) construit sur 'ensemble des suffixes
det. Cette structure fait correspondre les nceuds de I'arbesehtteurs du texte. On utilise un
tel arbre dans de nombreuses applications [3] comme lamgulee motifs (un tel arbre permet
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FiG. 2.6 — Trie des suffixes et arbre des suffixes correspondamtipanotbabaabaabad$. Les
liens suffixes sont en pointillé, et les feuilles contierii@mdice du suffixe (une feuille etiquetée
k correspond a&® suffixe).

de chercher un mab dans le texte en un temp®(Jw|), simplement en examinant le chemin
dans le trie correspondant au ma} ou encore la compression. Cette structure sera abondammen
utilisée dans la section 2.3 et constitue sans doute latsteud’arbre centrale dans les probléemes
autour des mots.

Afin de simplifier la présentation de la structure, on supppsaucun mot de I'ensemble des
suffixes n’est le préfixe d’un autre. Il suffit par exemple cuigekte se termine par un symbole de
terminaison distinct de toutes les lettres apparaissarsttdaour que cette condition soit vérifiée.

La procédure de construction naive d'un trie des suffixessistant a insérer les suffixes un a
un, donne un algorithme e@(n?) (avecn = |t|) dans le pire des cas. Du point de vue des
applications, il y a alors deux options. Soit le trie des gaffiest utilisé par I'application comme
une structure statique ou quasi-statique (cas du dictionpar exemple). La méthode naive est
alors parfaitement envisageable. Dans le cas d’'une staxdymamique, vouée a étre constamment
modifiée, le colt quadratique dans le pire des cas peut @inéitbire (quoique ce colt se réduise
aO(nlogn) en moyenne [4]) et des méthodes de construction plus efficar# souhaitables.

De fait, plusieurs auteurs [75, 103, 98] proposent des naéthde construction qui permettent de
construire ce trie en temps linéaire, si I'on ajoutelien suffixeen chaque nceud interne. L'arbre
«enrichi» obtenu est appedébre des suffixes

Pour un nceud interne du trie d’'étiquett® (ou a est une lettre de I'alphabet &t un mot éven-
tuellement vide), le lien suffixe pointe vers le nceud intedféiquettew (en prenant comme
convention que le nceud interne associé au mot vielet la racine). La figure 2.6 montre le trie
des suffixes et I'arbre des suffixes correspondant.

Bien s(r, de la méme fagon qu'il est possible de considénariantePATRICIA d’un trie, I'arbre
des suffixes peut étre compacté (voir exemple sur la figune @!&st naturellement cette struc-
ture de trie compacté qui est la plus utilisée en pratiquelshmn détaillons ici le mécanisme de
construction pour I'algorithme de MacCreight, notammaerfelcon dont sont maintenus les liens
suffixes.

Le but est d’obtenir un arbre qui, en chaque nceud internéigd&iteax, affecte un pointeur
vers le nceud représentant qui est le mot obtenu en supprimant le premier symholgidée
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rescan

scan

FiG. 2.8 — La construction d'un arbre des suffixes.

générale est que si i€ suffixe T°~'(¢) vient juste d’étre inséré en un nceud de nivéailin’est
pas nécessaire de retourner a la racine pour inséferlel )¢ suffixe T*(¢). Emprunter un lien
suffixe proche raccourcit la recherche et raméne presquédiatement sur la bonne branche de
l'arbre.

La figure 2.8 montre de quelle facon les liens suffixes sorgscet utilisés. Supposons que nous
cherchions a insérer un mat dans le trie. Dans la figure 2.8, on suppose gupeut s'écrire
axyz OUa est un caractére at, y et z sont des mots. En suivant la branche correspondante du
trie, on reconnait le matzy mais il y a échec pour le met (on parle de «mismatch» au niveau
du premier caractere dg. L'arbre étant contracté, il n'y a pas nécessairement dednagerne

qui corresponde axy. Sur la figure 2.8, on consideére le cas le plus compliqué qudiée un
nouveau nceud interne correspondant au matry. Le lien suffixe du noeud: doit alors étre
calculé. Nous insérons alors le suffixe suivamtz. On commence par remonter au ncglufle

pére dex) qui représente le mate, et on emprunte le lien suffixe jusqu’au nceudui représente

x. On descend a nouveau dans l'arbre, d’abord en suivant techeacorrespondants (phase

dite de «rescanning» puisqu’on a déja lu et recherché ce upairavant) jusqu’au nceudgpuis a
partir ded la branche correspondantdphase dite de «scanning»). La premiére partie est appelée
phase de rescanning car elle correspond & une portion duéjgotue au cours de l'insertion du
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FIG. 2.9 — Un arbre digital de recherche obtenu en insérant ssiwegnent les motsccach...,
acbbba..., accacc..., baabe..., acccbe..., acbaba..., accaaa....

précédent suffixe, et ne nécessite donc pas de vérifier queehain correspondant est valide.
(De fait, éviter ces vérifications s’avere primordial pobtenir un algorithme qui fonctionne en
temps linéaire.) Cette phase peut s'achever sur un nceudentexistant. Dans le cas contraire,
un nouveau nceud est créé. Ce nagddvient alors la destination du lien suffixe delLa preuve
de correction de I'algorithme repose sur le fait qu’'a étakt’'invariant selon lequel tout nceud
interne sauf éventuellement le dernier créé possede updiire valide.

2.2.4 Arbre digital de recherche

L'arbre digital de recherche allie le principe de constiarcd’un arbre binaire de recherche (un
nceud interne contient une clé) et celui d’'un trie (les Istt@mposant la clé guident la recherche).
Cette structure se distingue du trie car elle stocke un matheique nceud. Dans la littérature,
I'arbre digital de recherche est la plus souvent un arbrait@n63, 90]. On peut évidemment

généraliser au cas d’'un alphabet non binaire (ce qui estdai la suite).

DEFINITION 2.4 (ARBRE DIGITAL DE RECHERCHB. Les arbres digitaux de recherche sont
construits sur une suite fini¢ = (s1, ..., s,,) den éléments dé1". L’arbre digital de recherche
dst(S) est défini récursivement par :

— Si|S| = 0 alors I'arbre digital de recherchést(S) = @.

— Si|S| > 0, 'arbre digital dst(.S) de recherche est

dst(S) = <sl, dst(Tpy(S\ 1)), - -, dst (T, (S\sl))> ,
ou pourS = (s1,..., 8,) lanotationS\ s; désigne(ss, ..., s,).

L'arbre digital de recherche dépend de I'ordre d'insertites €léments. Contrairement au trie,
I'arbre est construit sur une suite de mots et non sur un dplger®n remarque qu’un arbre
digital construit sur mots possede exactemenhceuds.

Le principe de recherche est le suivant : Sola clé de taillek a rechercher dans I'arbiat(S).

La clés; a laracine delst(S) est comparée @&. En cas de succés, la recherche est finie. Sinon,
on va recherchef’(x) (le motax privé de son premier symbole) dans le sous-arbre relatif & la
premiére lettre dec. Il y a échec si le sous-arbre n’existe pas. La rechercheedilén conduit

a parcourir une branche qui est nécessairement un préfixa cé (comme pour un trie). La
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différence avec le trie se situe dans le fait qu'on effectne comparaison de mot (et non d’'un
symbole) en chaque nceud interne, et que I'on s’arréte enégalite.

2.2.5 Trie ak dimensions

Dans un trie & dimensions, owk-d trie, les éléments a considérer (I'univers des clés) mé so
plus des mots infinis mais désuplets de mots infinis. L'idée est d'associer akinplet de mots
S = (s1,...,8;) (ou chaque mos$; S'écrits; 15,2 - s; k- --) UN MOtS construit en alternant

les symboles des différentes composantes

8= 51,1821 Sk,1 51,2822 - Sk2 ~ S1,582,5 " Sk,j " -

1% symboles 2°% symboles 4% symboles
Par exemple, le mot construit & partir du vecteur a trois dsians

abaa- -
S = | baab---
abab- -

estle mots = abababaaaabb---.

Le k-d trie est alors construit pour un ensemile= {77, ..., 7, } de motsk dimensionnels en
considérant le trie construit sur 'ensemble de mots (sésyX = {74, ..., %, } construits par ce
procédé.

Cette structure est adaptée a la recherche partiellemécifige partial match query. Une re-
guéte partielle consiste a rechercher un vecteur de motsdonnée multidimensionnelle) dont
certaines composantes sont non spécifiées. Par exemgquitgabce, *, def) correspond a une
requéte4.db.e c.f’ dans le trie correspondant (ou lé¢orrespond a une lettre quelconque). Une
recherche d’'un motif avec des lettres indéterminées danseainonsiste a considérer non plus
une seule branche mais a une portion de I'arbre.

2.3 Applications

La structure de trie joue un rdle essentiel en algorithméjwe, a plusieurs niveaux. Tout d'abord,
le principe de partitionnement propre a la constructiorridy tépartager des mots en comparant
leurs préfixes, est un principe facile a mettre en ceuvre deréqn traite des données digitales.
Plusieurs algorithmes probabilistes I'utilisent et, bgmvent, la preuve de leur bon fonctionne-
ment repose sur des propriétés d’'un arbre digital qui est-gment au déroulement de l'algo-
rithme.

Ensuite, la structure de trie en tant que structure de denesteréellement centrale dans bon
nombre de problémes. Il peut s'agir de la structure de trigidéauparavant ou encore de légéres
variations comme l'arbre des suffixes ou encorelérges.

Le trie apparait donc de deux facons différentes dans ld&appns : soit explicitement, en tant
gue structure de données, soit implicitement, lorsqudsguincipe de partitionnement est utilisé.

2.3.1 Algorithmes sur les mots

Recherche de mots et de motifsLa recherche de motifs (ou encore «pattern matching») est
un outil de base de I'informatique. Le probléeme de base stasi déterminer si un motif a une
occurrence dans un texte. La structure de trie est pleineadaptée a ce type de probléme.
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La situation la plus simple ou I'on cherche si un mot est prédans un ensemble de mots est
traitée immédiatement grace a la recherche dans le trie.

Dans le cas de la recherche d'un matifdans un texte, I'outil le mieux adapté est I'arbre des
suffixes (voir section 2.2.3).

On peut aussi vouloir chercher plusieurs motifs (fixés) damsexte (variable). On commence
alors par construire un trie sur 'ensemble des motifs. Riiaque positiori dans le texte, on
parcourtle trie & partir de la racine. Si on aboutit a un nogtatee, un des motifs est présent sinon
on recommence a la positiant- 1 dans le texte. Cette méthode peut étre affinée en introduisan
une fonction de retour plus adaptée (afin de ne pas revenasd'échec a la positioi+ 1).

La structure de trie se préte bien a la recherche partiédist(cette caractéristique qui est utilisée
pour lesk-d tries). En effet, une requéte contenant des lettreseénaéées ou contraintes dans un
certain intervalle, peut se voir comme un parcours d'unégeu trie (et non plus d’une branche

simple comme dans le cas d'une requéte de base). Nous remiesrglr cet aspect qui est un des
points forts de la structure du ternary search trie au creapit

Problémes sur les motsOn a examiné les utilisations les plus immédiates des ttiesiis en-
semble de mots. Nous présentons un catalogue (non exhéiésiifdes probléemes de mots (voir
[3] pour plus d’exemples). La structure d’arbre des suffiesiscentrale dans bien des cas (voir
I'article [3] d’Apostolico pour plus de précisions et réd@aces).

— Recherche de la premiére, derniére ou toute occurrence diatif dans un motAu cours de
la construction de l'arbre des suffixes, on peut ajouter d&srations sur les nceuds pour
effectuer une recherche d'un type particulier. Dans l'artdes suffixes on peut étiqueter les
nceuds externes avec I'indice du suffixe qui a mené a sa anégtiajoutant pour chaque nceud
interne un lien vers le nceud externe dont I'étiquette estmale dans son sous-arbre, on trouve
facilement la premiére occurrencededans un texte e®(|w|). On peut évidemment faire la
recherche du dernier motif en temps linéaire de fagcon syguétr
On parcourt les nceuds externes dans le sous-arbre cordasp@un motv, on obtient toutes
les occurrences de dans le texte.

— Fréquence d’'un motif dans un m@n peut construire un arbre des suffipemdéréndiquant
pour chague nceud de 'arbre le nombre d’occurreff@s) du motw correspondant. Il suffit
pour cela de parcourir I'arbre de bas en haut en affectant glmaque nceud la somme des
poids de ses fils. On retrouve alors le po@&w) en tempsO(Jw|) en examinant le nceud
correspondant &v.

— ldentifiant d’'une sous-chainkidentifiant d’'une sous-chaine pour une positionorrespond
pour un textet = ¢(1,n) ala sous-chaingi, k) la plus longue telle qu&(i, k — 1) soit suffixe
d’'un autre suffixe d¢. Cela permet de savoir combien de lettres dans un motif sm@ssaires
pour identifier complétement la position dans un texgeoir [1]).

— La plus longue sous-chaine répétée d'un rhatplus longue sous-chaine répétée d’'un mot cor-
respond dans l'arbre des suffixes non compacté au mot assooigud interne de profondeur
maximale.

— Le plus grand facteur commun de deux mas.construction d’'un arbre des suffixes sur la
chainer#y$ ou # n’'est pas un symbole de I'alphabet permet de trouver le plaiscdjfacteur
commun der ety en temp(|z| + |y|).

— Détection des carrés d’'un matin carré det est un mot de la formeyw, olw est un mopri-
mitif, c.-a-d. un mot qui ne peut s’exprimer comme une puissafi@eck > 1. En modifiant
Iégérement la procédure de construction de I'arbre dexssffil est possible de trouver tous
les préfixes carrés d’un texte

— Statistiques sans recouvrement des facteurs d’'un @wipeut calculer pour un texteet un
de ses facteursy le nombrek d’occurrences distinctes de tel qu'il soit possible d’écrire
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t = wiwwywws - - - wwg+1 avecwy pouvant étre vided = 1,2, ...,k + 1). On peut tout
a fait prendre en compte cela en stockant en chaque nceud teendioccurrences au fur et a
mesure de la construction (cela est évidemment moins sigual@’établir les statistiques avec
recouvrement).
Bioinformatique. Toutes ces utilisations se transposent évidemment dar@naide de la bio-
informatique. Une structure digitale comme I'arbre contpaies suffixes peut étre utilisée pour
I'analyse de séquences, l'identification de motifs «bi@ogment» significatifs, la fabrication de
séquence ou encore I’homologie entre séquences.
Il a également été proposé de comparer la quantité d'infoomautile» entre plusieurs séquences
en comparant la taille de ces séquences une fois compressées

2.3.2 Compression, code de Huffman

Le principe de la compression consiste a utiliser une straagguliere dans un textepour en
donner une représentation plus compacte. Nous ne noussatérs dans les deux prochaines par
ties qu’a des techniques de compression conservative giegetoute «l'information» contenue
dans le texte (par opposition a certaines techniques deressipn d’'image). Soiemt1, X deux
alphabets et un texte construit suM. Compresser un message consistederle message sur
l'alphabetX: (la plupart des applications utilisent un alphabet bin&ire- {0, 1} de sortie). Les
notions de codage et de compression sont étroitement Ades. le but de la compression est
d’obtenir un codage du texte qui soit le plus court possible.

Nous examinons deux techniques de compression qui ontudiliect avec les tries : le codage
«a la Huffman» (qui comprend le code de Huffman proprementehis aussi le code de Fano-
Shannon) et les techniques de compression «a la Lempel et(@ont nous présentons deux
variantes LZ77 et LZ78) dans la section 2.3.3.

Si nous considérons un trie aveaceuds externes (ouest le nombre de lettres différentes dans
le texte), nous obtenons tout naturellement un code. Chagmbole: € M sera codé par le
mot correspondant a la branche menant de la racine au noandeexPar exemple, la figure 2.10
montre trois codes qui pourraient étre utilisés pour catbeacadabra . Les codes obtenus sont
respectivement

Codage1: 1100011110101110110001111 ,

Codage 2: 11011011001111101101011011110101101101100111 11011 ,

Codage 3: 01101001111011100110100 ,
qui sont de longueurs respectives 25, 49 et 23.

La construction d’'un code n’est autre que la déterminatian gtbon» trie de codage. On veut
attribuer des codes courts aux symboles les plus fréquedeseodes plus longs aux symboles
plus rares.

Une propriété importante du codage obtenu a partir d'uresteu’il estsans préfixeAucun mot
binaire n’est le préfixe du code d’'un autre symbole. (Cettppété est évidente dés que I'on
considére le trie sous-jacent du codage.)

Construction d'un arbre de codage

Huffman.Le codage de Huffmaast une méthode (statique) pour construire le trie optiroat p
la longueur du code produit. Elle construit I'arbre bingiae une démarche «bottom-up» de la
maniere suivante : au début on considere une forét d’arbnesres dont les éléments sont des
noeuds externes correspondant aux symboles a coder. Delpdugie nceud contient un champ
freq quia pour valeur la fréquence du symbole. La méthode esfstatar les fréequences sont
supposées connues a l'avance.
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FiG. 2.10 — Trois tries permettant de coder les lettres A,B,RQ. e

A

On choisit dans la forét les deux nceuds qui possédent lassfinégs les plus faibles (a fréquence
égale le choix d’un nceud ou d’'un autre n'a pas d’'importaiideaouveau nceud interne dont les
deux fils sont les deux nceuds choisis est construit. Le ctfeaqp de ce noeud prend comme
valeur la somme des fréquences de ses fils. On obtient uneitmdoerét. Ce processus itéra-
tif s’arréte lorsque la forét ne contient plus qu'un seulrarui est le trie de codage (voir la

figure 2.11).

Le codage est optimal pour la modélisation proposée et dasaibdes sans préfixe. La longueur
du code obtenu n’est autre que la longueur de cheminemerhexpondérée du trie obtenu.

5 2 2 2
gy sk
(i) Etape 1 (i) Etape 2 (iii) Etape 3

@ (8) @ (&)
@) O
2 \ 2
4 ’
(iv) Etape 4 (v) Etape 5

FIG. 2.11 — Les étapes de la construction du code de Huffman pdaxrieabracadabra

Fano-Shannorl.e codage déano-Shannontilise une approche descendante qui est trés proche
du processus de construction d'un trie. La procédure estsi#&e. Les symboles de I'alphabet
M ={ay,...,a,} sont supposés rangés par ordre décroissant de probahilité o > --- >
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pr). Soitw = aias - - - a,- regroupantles lettres de I'alphabet. L'algorithme camsdspartitionner
I'ensemble des symboles en deux sous-ensembles dont lassdesfiréquences est sensiblement
égale.

On construit 'arbre de codage successivement en coratiuisie suite d’arbresd;) :
— Au début, A, est composé d'un seul nceud portant I'étiquette- a1as - - - a,-.
— On applique récursivement sur le nceud externe courangiesrégles récursives de construc-
tion de I'arbre. Deux cas se présentent :
(1) Létiquette associée au nceud externe est composée d'uedettne. La récursion s’arréte.
Le code de la lettre est le chemin menant de la racine a ce nomrde
(i4) Létiquette du noeud externe est un mot d’au moins deux tetirg, j) (: < j) ou
w(i, j) = wii) w(i + 1) ---w(j). On crée un nouveau nceud interne ayant pour fils gauche
et fils droit deux noceuds externes ayant pour étiquettes ctape les motsw (i, k) et
w(k + 1, j), ou I'entierk est déterminé par la formule

L J
k = min{¢ | an > %an}

Le processus de construction se poursuit récursivemeshsigun des deux naeuds externes
crées.
La procédure suit quasiment les régles récursives de ldroatisn d’un trie. Par construction, le
code construit attribue les mots les plus longs aux symbegasioins probables.
Cette procédure produit un code sans préfixe qui n’est paséroent optimal. Cependant en pra-
tique, les deux méthodes produisent des longueurs de codakEmntes.

Codage et décodage

Une fois le trie obtenu, il suffit pour encoder un message dkeicohaque symbole par le mot
binaire relatif a la branche menant au noeud externe comespd. Pour décoder, il suffit de suivre
dans le trie a partir de la racine la branche relative au mite a décoder (a gauche pour 0 et
a droite pour 1) et d’émettre le symbole correspondant i@dgn atteint un nceud externe. On
recommence ce processus avec le reste du mot binaire etarg@anouveau de la racine.

2.3.3 Compression, Lempel-Ziv

Les techniques de compression a la Lempel et Ziv utilisesind&thodes a base de dictionnaires.
C’est donc tout naturellement que la structure de trie estrake pour ce type de compression
(voir l'article desurvey[6]).

Principe. Le compresseur comme le décompresseur maintiennent ellefgarm dictionnaire.
Cette méthode est donc dynamique et son principe se résuéme gu schéma de la figure 2.12.

On parcourt le texte et au fur a mesure de la lecture du texégoemant au dictionnaire des mots
choisis. On ne transmettra alors pour les prochaines amtes de ces mots que leurs références
dans le dictionnaire.

Il existe de nombreuses variantes de I'algorithme de LerapEiv. Le principe général est dans
un premier temps de découper le texte en segments. On trapearechaque nouveau segment
la référence dans le dictionnaire du mot qui correspond &iriiC’est dans la stratégie de mise
a jour du dictionnaire que se situe la différence majeureeeles deux méthodes données par
Lempel et Ziv nommées LZ77 et LZ78. La premiére méthode ()Z75ere dans le dictionnaire
I'ensemble des suffixes du nouveau segment (ce qui reviemeade le dictionnaire contient
'ensemble des facteurs du texte déja vu) tandis que la de&x{LZ78) n’'insere que le segment
lui-méme dans le dictionnaire. Les algorithmes L77 et L& slonc définis par :
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déjavu nouveau symbole

N N\

qusa—w,/\@ 4.#4::—-4;&
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passe T nouveau segment

position courante

FIG. 2.12 — Principe de compression a la Lempel et Ziv : le textd@soupé en segment. Chaque
nouveau segment est une portion de texte déja vue auquedute & symbole suivant.

LZ77. A partir de la position courante pour un nouveau segment s, on re-
cherche le plus long facteur dans le texte déja parcouru. On transmet la réfé-
rence (position et longueur) du facteur déja rencontré ainsi que la lettre sui-
vante. Le nouveau segment crée est donc la concaténation du facteur trouvé
et de la lettre. Le dictionnaire est mis a jour en ajoutant tous les suffixes du
segment.

LZ78. A partir de la position courante pour un nouveau segment s, on re-
cherche le plus long segment déja rencontré auparavant (et donc dans le
dictionnaire). On transmet la référence (rang dans le dictionnaire) du seg-
ment déja rencontré ainsi que la lettre suivante. Le nouveau segment s ainsi
construit est donc la concaténation du segment trouvé et de la lettre. On
ajoute le segment s au dictionnaire.

Par exemple, étant donné un texte ne contenant qu’une lauifgeden, les segments correspon-
dants sont

LZ77: | a | aa | aaaa | aaaaaaaa |

LZ78: | a | aa | aaa | aaaa | aaaaa |

En d’'autres termes, LZ77 définit comme nouveau segment k& grland facteur possible dans
ce qui a déja été lu, méme si cela recouvre plusieurs segniéaitporithme LZ78 respecte les
limites entre segments.

Pour LZ77, la transmission de chaque segment se fait gracdriplet du type<p,l,c>  (posi-
tion de I'occurrence reconnue, longueur du facteur, et bierie nouveau symbole). Pour LZ78,
on transmet un coupler,c> (le rang du segment trouvé dans le dictionnaire et le symaole
ajouter pour créer un nouveau segment). La reconstructidexde est simple puisqu'il suffit de
réaliser «I'expansion des références».

Par exemple, les deux suites

LZ77: <0,0,a> <0,0,b> <0,0,r> <1,1,c> <1,1,d> <1,4.#> ,
LZ78: <0,a> <0,b> <0,r> <1,c> <1,d> <1,b> <3,a> <0,#> ,

encodent le texteabracadabra# » (avec un symbole de terminaisth

Chaque algorithme s’appuie sur une structure de donnédigpéc

(i) LZ77. La structure d’arbre des suffixes est adaptée car elle perersibcker 'ensemble des
facteurs du texte. Si I'algorithme LZ77 originel (utiligaume fenétre coulissante) est utilisé.
Trois arbres des suffixes construits et maintenus de facariveeda fenétre permettent de
conserver un comportement linéaire (voir [85] pour I'egption de cette méthode).

(i) LZ78. Le fonctionnement de I'algorithme de codage peut se voirusuarbre digital de
recherche (du moins dans le cas d’'un alphabet binaire). fiéty ebnsidérons I'exécution de
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I'algorithme LZ78 lorsque leg premiers caractéres du texttent été lus. Le nouveau segment
commence a la positioh + 1. On insére alors dans I'arbre digital de recherche le prédixe
de T*(t) minimal non présent dans l'arbre. Le dernier caractérp @et le caractére dont la
lecture provoque la création d’un nouveau noeud (voir figut8)2La taille de I'arbre construit
(c.-a-d. le nombre de nceuds) est alors la taille du texte oessp (ou encore le nombre de
paires<rang, symbole> du codage).

En pratique, pour un alphabet quelconque, on utilise ureatigital avec des nceuds possédant
un champrang . La procédure de codage et de construction de 'arbre sdddd facon sui-
vante. On part d'un arbre réduit a un nceud, la racine, doridenprang est initialisé a 0.
Supposons que nous ayons déja ingérérases et que nous soyons arrivés a la positient

du textet. Il reste donc & codéF” (¢). On va construire | + 1)© phrase en parcourant le texte
a partir de la position courante tout en suivant la branchespondante dans I'arbre jusqu’a
obtenir une situation d’échec en un nceudur une lettrez (situation de «mismatch», c.-a-d.
qgu'’il n'y a aucune branche partant dequi corresponde au symbole courant n@teOn crée
alors un nouveau noeytavec un champang égal & + 1. Pour le codage il suffit de sortir la
paire<r, a>our estlavaleur du chammang du nceudy eta est I'étiquette du lien qui vient
d’étre crée reliant les nceudset 5 (voir figure 2.13 et figure 2.14).

FIG. 2.13 — Création d’'un nouveau noetichu cours de l'insertion de I& + 1)€ phrase. On a

reconnu la/® phrase suivie du symbote Le codage produit est le chamgng du nceudy, péere
de 3, suivi du nouveau symbole, c.-a<¥, a>.

D’autres techniques de compression ont un rapport soit Evetructure de trie soit avec les

sources présentées au chapitre 4.

— Codage arithmétique.e codage arithmétique utilise une approche compléteniféétehte des
deux précédentes pour effectuer la compression. Il cendisbder un texteé par l'intervalle
fondamental correspondant. Si cela n’'a pas vraiment deorappec les tries proprement dits,
cela en a avec les modeles de sources (en particulier lesesossns mémoire et les sources
Markoviennes) utilisées dans le cadre de 'analyse desddes cette thése (voir chapitre 4).

— Gestion des codes d’échappemdiutes les méthodes de codage basées sur la modélisation
statistique (Huffman, Fano-Shannon, compression aritigone) peuvent considérer des modé-
lisations de source d'ordre supérieur. La plupart du terafis,de ne pas saturer la mémoire,
cette modélisation prend en compte des «contextes» et des d@&chappement afin de ne pas
allouer de mémoire pour un contexte non vu. La structureidesé préte naturellement pour
rassembler les statistiques nécessaires a la modélisation
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2.3.4 Hachage dynamique

Les techniques de hachage permettent de rechercher umélgams un grand volume de données
de maniere efficace. Une fonction de hachage associe a ueréiérd’'un ensembld/ une clé
de hachage a valeur da&S ou I'ensembleX est beaucoup plus petit qéd& On construit une
table de hachage qui sera utilisée de la facon suivante. dhmgion de hachage calcule pour
chaque élément une clé de hachage. Cette clé de hachagsutt atilisée comme une adresse
(ou un indice) dans la table de hachage, comme point de di&partir duquel on cherche la clé
proprement dite.

Dans un contexte ou I'on utilise des unités de stockage mase(disques, bandes), la clé de ha-
chage pointe vers une page qui ne peut stocker qu’un certembre d'éléments (on parle de
capacité de la page). Au fur et & mesure que les pages se seemtlide nouvelles pages doivent
étre allouées et les clés ne sont plus accessibles direnteme

Plusieurs techniques tentent de remédier a cette situat®machage extensible (Fagin, Nie-
vergelt, Pippenger, and Strong [25]), le hachage dynam(baeson [66]) et le hachage virtuel
(Litwin [69]). Le principe commun & toutes ces méthodes astlg fonction de hachage s’adapte
localement et dynamiquement. Lorsque les données chafigestise de suppressions et d’inser-
tions), on conserve alors des accés quasi-directs. Cegaasiniques sont en général regroupées
sous le terme de hachage dynamique.

Il existe des liens trés importants entre la rechercheal@itt les techniques de hachage dy-
namique. Ainsi, ces techniques font appel a une fonctionatbdgeH qui associe a chaque
élément une clé de hachage binaire infinie. On accéde a umblesde clésS au travers d’'un
b-trie construit sur les clés de hachaffé.S). Ainsi, les opérations effectuées sur une table de
hachage dynamique avec une taille de page égalpeaivent se voir comme des opérations sur
un b-trie.

Le b-trie se décompose en deux parties : I'arbre formé par lrmbsedes noeuds internes constitue
le répertoiretandis que les nceuds externes pages contiennent I'information proprement dite.
Les trois variantes different surtout selon la facon deés@nter ce répertoire : une structure
chainée pour le hachage dynamique, un arbre complet poachkabe extensible ou encore une
table binaire pour le hachage virtuel (qui differe égaletpan d'autres aspects).

FIG. 2.14 — Les étapes correspondant au codagebdacadabra# pour I'algorithme LZ78
avec un arbre digital (avec en plus I'arbre initial réduitreseul nceud). Les phrases insérées sont
a,b,r,ac,ad, ab, ra, # et les couples correspondants seg@ta> , <0,b> , <0,r> ,<1,c> ,
<l,d> ,<1,b> ,<3,a> ,<0,#> .
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Répertoire

000 ° %’

010

i
011 T
100 h(~) = 010...
101
110
111 3
1

h(~) = 00...

h(~) = 011...

h(~) = 01...

FiG. 2.15 - Leb-trie, I'arbre parfait en résultant et la table utilisée plaihachage extensible pour
'ensemble de chaines binairg$001,0000,010100,011011,01110,10110,1011,100,1010}
pour une capacité = 4.

On s’attache plus particulierement au cas du hachage éxfgrsmple a implanter. On voit sur la
figure 2.15 urb-trie, I'arbre complet correspondant et le tableau uidéns le cadre du hachage
extensible. Le paramétre intéressant ici est la profondawépertoire. On appelle profondeur
d du répertoire la hauteur «interne» bhirie (la profondeur maximale d'un nceud internetdu
trie). La taille du tableau stockant le répertoire, égalenappelée taille du répertoire, est en effet
24+1 _ 1. Il est alors facile d’accéder a une page donnée, il suffittelfpréter lesl premiers bits
de la clé de hachage comme une adresse et de suivre le patdeké a cette adresse dans le
tableau (voir figure 2.15).

En cas de dépassement de la capacité d’'une page, la taiépdraire (ici la taille du tableau le
représentant) est doublée et le nouveau tableau est cakulén algorithme linéaire a partir du
tableau initial (voir [25] pour les détails). Dans une impkion de cette méthode on associe a
chaque page la profondeur dangie (appelée profondeur locale dans [25]) de cette pagia. C
facilite les mises a jour. La bonne uniformité de la fonctinhachage garantit un bon taux de
remplissage des pages.

Enfin, 'organisation des données dans chaque page eseindépte de la structure globale, mais
il est souvent judicieux d'utiliser une table de hachageutiliisant less derniers bits de la clé de
hachages étant une constante fixée).

L'analyse en moyenne de du hachage extensible s’attacharamptre de profondeur du réper-
toire et de taille du répertoire ([33]). Le fait de ne pas ¢dé@er leb-trie mais I'arbre complet
correspondant donne une taille du répertoire non linéaire.
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‘ digita 0 ‘ 2 ‘ digita 1 ‘

FiG. 2.16 — Principe du tri radix : L'ensemble des mots est pantité selon le premier bit.

void radixsort(int I, int r, int b, char **s) {
int ij;
char *t;
if ((r>l) && (b>=0)) {
i=l;
j=r;
do {
while ((digit(s[i],b)==1) && (i<j)) i++;
while ((digit(s[j],b)==0) && (i<j)) j--;
t=s[i]; s[i]=s[il; s[il=t;
} while (i<j);
if (digit(s[r],b)==0) j++; /* si jamais on a que des 0 */
radixsort(l,j-1,b+1);
radixsort(j,r,b+1);

FIG. 2.17 — Code C implantant le tri radix.

2.3.5 Utilisation du principe de partitionnement

Pour les algorithmes suivant, I'idée est toujours la mémseetalque sur la construction d'un
arbre digital (mais pas forcément un trie au sens strict doe}

Tri radix

Cette technique de tri (parfois appdigcket sorx est récursive et permet de trier lexicographi-
guement les données. Nous nous restreignons ici a un alphiabée. Le cas d'un alphabet de

cardinal supérieur a deux est traité bien plus efficacen@nimtri radix dont le principe se calque

sur la structure deernary search triece qui fera I'objet de la section 5.3.4.

L'algorithme est dans son principe relativement proch€algdrithme de tri rapide. Le code C
correspondant est présenté dans la figure 2.17. De mémeegeidrcution de tri rapide peut se
«voir» sur un arbre binaire de recherche, le tri radix esi lig structure de trfe

Supposons que nous puissions réorganiser les chainesalitrique les chaines commencant par
0 soient avant celles qui commencent par 1. Cela définit inlgident une méthode récursive

de tri : si les deux sous-ensembles de chaines sont triépandémment, alors I'ensemble est
trié. Ce principe est illustré par la figure 2.16. On parctestchaines de gauche a droite afin de
trouver une chaine commencant par 1 ; on parcourt de drodaéhg pour trouver une chaine qui

commence par 0; on échange, et on continue jusqu’a ce queudepointeurs se croisent.

2La construction d’un trie & partir d’'un ensembi de chaines de symboles permet grace a une lecture des nceuds
externes de gauche a droite de tf@ticographiquementet ensemble.
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Estimation de la cardinalité pour les bases de données

La cardinalité du multiensemble sous-jacent, c.-a-d. lmbve d’'élémentslistincts revét une
importance fondamentale dans plusieurs algorithmes psubdses de données. Cela nécessite
d’avoir une méthode efficace pour calculer le cardinal des gnoulti)ensembles. La méthode
naive qui consiste a construire une liste des éléments épéstions est trop colteuse au niveau
des accés disque ou mémoire.

Comptage probabilistePour résoudre ce probleme, Flajolet et Martin [39] (voirlégeent [77])

ont proposé I'algorithme suivant. Afin d’estimer la carditgaN d’un ensemble\ (avec répéti-
tions), chaque élément € M est donné en argument a une fonction de hachage afin d’obtenir
une chaine binaire de taillem. Dans I'algorithme, on va seulement considérer la chainaits
modifiées construite en ne conservant que le premier Hiea partant de la gauche par exemple.

Exemple. Supposons que pour une donnéka clé de hachage soi = 001001011, la chaine
modifiée considérée est= 001000000.

L'idée est alors de considéré&y le rang maximal de 1 (toujours en partant de la gauche) parmi
toutes ces chaines. La valeur g est alors une bonne approximationlde, N. D'un point

de vue informatique, cela consiste simplement a regardposétion du bit le plus significatif

(en numérotant les bits a partir 6ede gauche a droite) dans une chaine binaire construite en
composant bit a bit par un OU logique les chaines modifiées.

L'analogie avec la construction d’un arbre digital bindojai n’est pas un trie puisque la condition
récursive de terminaison n’est pas la méme) est immédmtgihonsV personnes tirant a pile ou
face, la liste des tirs d’'une personne n’est autre que saedié@chage. Ceux qui tirehts’arrétent
de jouer (cela correspond a suivre la branche droite deréatigital) tandis que ceux qui tireit
rejouent (on suit alors la branche gauche). Le jeu s’arcésgilie tout le monde a tiré un

La valeur deRy est la longueur de la branche extréme gauche de I'arbre @nstruit. L'uti-
lisation de la fonction de hachage permet de compter effaoient la cardinalité de I'ensemble
(le nombre d’éléments distincts) puisque toutes les oeagas d’'un méme élément donneront la
méme clé de hachage.

Variation : Kirshenhofer, Prodinger et Szpankowski [62] ont analysé wersion qui prend en
compte un phénoméne de séparation sous-jacent plus géméialla méthode de comptage pro-
babiliste qui en résulte ne permet plus de considérer umdsiseavec répétitions).

Remarques :

— L'algorithme Flajolet-Martin peut également étre gétliééaen considérant la longueur de la
branche extréme gauche d’tutrie

— Des techniques permettent d’obtenir une précision plg®itante. Par exemple, on peut exé-
cuter plusieurs fois I'algorithme de comptage mais avecfdestions de hachage différentes.
Dans ce cas, on montre qu’'on atteint, en considéraribnctions de hachage distinctes, en
moyenne une précision relative proche de

0,78
Vm'’

Une autre technique pour affiner les résultats est d'utilise technique de moyenne stochas-
tique [32]. On ne considere pasfonctions de hachage, mais I'esprit est le méme puisqu’on va
considérern = 28 chaines binaires (sur lesquelles on fera une moyenne). lQuiEane clé

de hachage dont g3 premiers bits de cette clé sont utilisés pour sélectiormen&ine a modi-
fier parmilesn = 28 chaines binaires. L'analyse en moyenne conclut & une acisative
identique a celle résultant de la technique précédenteséutim fonctions de hachage).
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Echantillonage adaptatifCette méthode est également basée sur le hachage et a gs&aner
P. Flajolet dans [35]. Cela correspond a I'analyse de ladiraextréme gauche d'un bucket trie.

A chaque étape, I'algorithme considére une liste contemaplusmn clés de hachage distinctes, ol
m est un parametre déterminant la précision de la méthodeo@idere également un entiequi
correspond a la profondeur de I'échantillonage. L'aldorie commence avec une profondéus

0 en construisant une liste sans répétitions des clés de ¢paocbhéenues en parcourant I'ensemble
X jusqu’a ce que la liste soit compléte (donc jusqu’édar-1)° clé de hachage). A ce moment, on
incrémente la profondeur@= 1, et on parcourt la liste en supprimant les valeurs ne comargng
pas par 0. On continue de parcourir les élément& dm n’insérant dans la liste que les éléments
dont la clé de hachage commence par 0, et ce jusqu’a ce quiassE a nouveau la capacité

de la pile. On réitére alors le processus en incrémentamblaqpdeur & = 2, et en supprimant
de la liste les clés ne commencant pas(far

A la fin, lorsqu’on a parcouru tous les élémentsXigon est arrivé & une profondediet la liste
contient? clés de hachage. Le cardinal estimé de I'ensemble est donc

204,

Le rapport entre I'algorithme et la branche extréme gauleidtrie de capacité = m est clair.
La précision relative pour cette méthode est proche de

1,20
vm:

Election d’un chef/perdant

Le probléme est le suivanicomment singulariser quelqu’un dans une assenilfiédin de ré-
soudre ce probléme, on donne a chacun une piéce permettaniede pile ou face.

Le principe de I'élection est le suivant. Chacun, dans userablée déV personnes, tire & pile ou
face. Ceux qui tirenb s’arrétent de jouer (cela correspond a suivre la branchehgade I'arbre
digital) tandis que ceux qui tirertrejouent (on suit alors la branche droite). Il reste bienasir
déterminer quand le jeu s’'arréte et cela peut donner lieusiquirs variantes. Le plus simple est
de considérer que le jeu s’arréte lorsqu’il ne reste qu'wrejo. Si a une étape donnée tout le
monde tire 1, on recommence I'élection depuis le début.

Il s’agit donc toujours de suivre une branche particuliéaadrie (ici, la branche extréme droite).

Ce probléme a fait I'objet d’analyses en moyenne assez pes$82, 49, 59, 30] (nombre moyen
de tours et analyse de divers paramétres [82], distributiomombre de tours [30], modéle biaisé
[59]) Les résultats et les méthodes sont typiques de cetlésées pour I'étude de structures
d’arbres digitaux (voir le chapitre 3).

Résolution de conflit pour les communications

Le principe de partitionnement est présent dans le protegmbelé protocole en arbre. On consi-
dére un certain nombre de stations qui s’échangent des gesssar un canal partage [34, 38, 28].
Il s’agit de gérer au mieux les problémes liés a la collisiemtessages. Chaque station ne peut
distinguer que trois états pour la ligne : 0 si personne ntéing une seule station émet 2t s'il

y a collision. Ce protocole fut le premier a étre prouvé stdburpassant donc ainsi le protocole
ETHERNET). Le principe du protocole est simple :

3Selon les auteurs, I'étre singulier est un chef ou un per@amjuel cas il doit payer une tournée).
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En cas collision entre un groupe de stations, chaque statffattue un tirage a pile-
ou-face; les stations se répartissent ainsi en 2 groupeshatjwe groupe résout,
indépendamment de l'autre et récursivement, ses colbsion

Pour une implantation du protocole, on a recours a une pile.

Analyse d’algorithmes

Les tries en tant que structure digitale apparait natunelie dans I'analyse de nombreux algo-
rithmes en informatique. Nous proposons deux exemples détaillés et trés superficiels) ou
'analyse s’apparente de maniére plus ou moins détournéaayse de paramétres de certains
tries.

Factorisation de polynémesL'algorithme de Lazard est un algorithme de factorisatierpdly-
némes [67] sur un corps fiti,. Le colt dominant de I'algorithme de Lazard s’apparenta pou
polynéme avee facteurs, a la hauteur d'un trie binaire construit ssequences avec les proba-
t,)ilités biaiss’aesy =1- ﬁ etg =1+ ﬁ (voir [44] pour les détails). Asymptotiquement, il est
équivalent a

Algorithme de simulation. Le probléme initial consiste a générer une variable aléatbi de
distribution exponentielle, i.e. telle que

PrX <z)=1-—e77
ou de fagon équivalente
Pr(z < X <z +dz) = e “du.

Plusieurs algorithmes existent pour générer une tellabbri(voir en particulier [63]). La mé-
thode proposée par Von Neumann [79] génére une variableoaipar I'intermédiaire du dé-
veloppement de Taylor de sa loi. Cette méthode a été étuddéespment par Knuth et Yao [64]
au niveau le plus bas, c.-a-d. en comptant précisément Idmode bits a tirer uniformément
pour générer le développement binaire (d’une longueur é@nd’une variable aléatoire de loi
exponentielle. Sur 1000 simulations, Knuth et Yao ont cocforé que le nombre moyeifk),
comptant le nombre de tirages «pile ou face » élémentaieesssaire pour produirebits de la
variable aléatoire est

é(k) =~ k+5,44+0,2+ o(1).

Cet algorithme de Neumann-Knuth-Yao a été analysé parlétab Saheb dans [42]. L'analyse
n'est pas sans rappeler certaines analyses liées auwxetrigffectivement, certains parametres de
I'algorithme ont une définition inductive comparable avedes qui seront introduites dans le
prochain chapitre exposant les méthodes classiques g&mdé tries.
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Comme I'a montré le chapitre précédent, la structure destigargement utilisée en informatique
dans les applications les plus diverses. Cette structticBagant plus séduisante qu’elle se préte
également a une étude théorique qui confirme pleinementdesds propriétés observées en
pratique.

Dans cette thése, nous nous placons dans le cadre de l'amadysoyenne. Nous commencgons
par définir ce cadre en prenant comme cas particulier I'aeabn moyenne de parameétres de
trie avec le modele le plus simple et le plus étudié. Puis poésentons diverses approches pour
I'analyse en moyenne de tels tries. Les méthodes génégatdmtiques, axées autour des séries
génératrices et d’équations fonctionnelles ont un gramdctare de généralité et interviendront
a plusieurs reprises dans cette thése (chapitre 6). Ellgsdemc exposées plus en détail. Les
séries génératrices constituent le cadre d’analyse glasst usuel mais de nouveaux outils sont
nécessaires si I'on veut changer de type de source (afin ddngren compte un certain type de

dépendance entre les lettres d’'un mot du trie). Des méttadignatives exprimant les parametres
de tries en fonction d’alignements exploitent des moddkstaires plus complexes comme les
chaines de Markov et sont présentées brievement. Le obd@pitiontrera que les outils introduits

dans cette thesdes opérateurs générategrgermettent d'aller plus loin dans cette voie. D’'une

29
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maniére quasi systématique le dernier maillon dans la ehdBnalyse de parameétres de trie
est latransformée de MellinCet outil permet d’extraire d’une expression formelle ptene le
comportement asymptotique. La transformée de Mellin uig¢ett plusieurs fois dans cette thése :
au niveau de l'analyse classique des tries dans ce chiapitggalement dans une forme plus
spécialisée au chapitre 8 pour I'étude des tries généraux.

Le cas des tries classiques pour les paramétres de longeeairedninement et de taille (ainsi
gue pour une majoration de la hauteur) est traité en démipéeticulier sur la fagon dont on
extrait le comportement asymptotique a l'aide de la tramséz de Mellin) pour mieux exposer
la démarche utilisée.

3.1 Analyse de complexité en moyenne

L'analyse d’un algorithme consiste a déterminer les resssude calcul nécessaires (le plus sou-
vent temps et espace) a I'exécution de I'algorithme. Laetailune donnée est en général reliée
assez «naturellement» a la place mémoire utilisée. Aingile d’'un tableau sera souvent le
nombre d’éléments du tableau. Pour un entigion aura recours au nombre de bits nécessaires a
sa représentation. Une fois la taille définie, on regroupétmnées d’'un ensemblgoar taille, et

I'on considére I'ensemble des données de taille

I, ={xel]|l|z| =n},

ou|z| désigne la taille de.

On associe alors & un algorithmefonctionnant sur cet ensemble de données un parametre
défini surl (en général a valeurs entieres) relatif soit a I'exécuti@mra de cet algorithme sur
la donnéer (place mémoire, nombre d’opérations fondamentales comeaeamparaisons, des
affectations...), soit a la configuration de sortie progl¢itomme le degré du PGCD dans le cal-
cul du PGCD de 2 polyndmes dgX| par I'algorithme d’Euclide). Une analyse de complexité
cherche a caractériser I'évolution d’'un parameétre en fonate la taillen de la donnée. Si,, est

la restriction deu a I,,, on peut définir la complexité dans le meilleur des cas et apse des
cas,M, et P, par

M, = inf{p,(z) |z € I,}, P, =sup{un(x) |z € I,}.

Ces deux notions sont intéressantes puisqu’elles donnamteadrement du parameétrg. L'ana-

lyse de complexité en moyenne, c.-a-d. I'étude.desur I,, commevariable aléatoire permet de
préciser encore les choses. Il faut définir alors un modébaliliste surl,, précisant la répar-
tition des données. La variablg, devient une variable aléatoire. La complexité en moyenhe es
I'espérance de la variabje, :

Pn = Elpn] = ZkPr[ﬂn(X) = k.
k

Le plus souvent, le modele probabiliste considéré est leéteagniforme surl,,. Un exemple
classique est celui des tris & base de comparaisons quidéoasinombres réels tirés de facon
indépendante selon une loi de probabilité continug@sur. En raisonnant directement sur l'ordre,
cela revient a choisir une permutation de maniére uniforams{l, ..., n}.

Les diverses notions d’'analyse (pire des cas, meilleurecdseset cas en moyenne) sont bien
distinctes. Un algorithme trés peu efficace sur certainedigurations dans le pire des cas et

IMéme si dans ce cas, des techniques élémentaires permittteivier au résultat [43].
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pratiquement linéaire en moyenne, constitue en fait unritkgoe efficace la plupart du temps
(donc utilisable en pratique, quitte a laisser de coté lesigorations génantes).

Le cadre de I'analyse en moyenne étant posé, il convient olgoger un modeéle pour ce que
I'on va appeler uririe aléatoire Le modele probabiliste choisi pour ce chapitre est d’uériit
fondamental. Il s’agit d’'un modéle avec un alphabet binaAite= {0, 1} et le trie est construit sur
un ensemble de mots infinis. Chaque bit de chaque mot estdépendamment dakg, 1} avec
des probabilitép etq (p+ ¢ = 1). Le cas équiprobabje= ¢ = % (encore appelé cas symétrique)
est le modele le plus courant dans les analyses et nous nadtalgeaons plus particulierement.
On dit encore que les mots sont produits par une source sansineésymétrique (voir chapitre 4).

D’autres modeles sont bien sdr possibles. On peut constpair exemple un trie sur mots de
longueur fixéek. Un trie aléatoire est alors construit sur un sous-ensenble éléments de
MPF. Dans ce modéle, appelé modéle a univers de mots finis, tegsils-ensembles de mots de
cardinaln sont supposés équiprobables avec une probabilité

2k
2k,
()
Une étude détaillée de ce modéle et de ses relations aved@ereddopté dans ce chapitre (mo-
déle a univers de clés infinies) se trouve dans [41].

3.2 Quelques récurrences

Dans cette partie, on considére un trie construitéumots infinis produits par une source binaire
sans mémoire symétrique.

Les parametres étudiés sont la longueur de cheminemerfta somme des longueurs des che-
mins pour aller de la racine a chacune des feuilles) et le t8i (le nombre de nceuds internes).

La récurrence se calque sur le principe récursif de cortgrudu trie. SiN > 1, le trie T se
décompose en deux sous-tries gauthet droitT;. Le sous-arbre gauclig regroupe les mots
commengant par O et le sous-arbre droit les mots commenagait p'arbreT; contientk mots

et I'arbreT) contientN — k mots. La probabilité d’avoik mots parmiN commencant par O est
(%) /2N . 1l faut encore définir la contribution de la racine dans leapatre de I'arbre étudié.
Celle-ci vautl pour le nombre de nceuds internes\epour la longueur de cheminement. Cette
décomposition d'un paramétre selon sa contribution a leneagt dans les deux sous-arbres est
a la base de la plupart des analyses de tries. Ce principa@ seraveau utilisé pour I'analyse de
tries généraux avec des sources générales au chapitre 8.

Les valeurs moyenndsy et.Sy de la longueur de cheminement et de la taille d’'un trie coitstr
sur N mots binaires aléatoires vérifient alors

N
1 N
Ly=N+ oN g_o (k)(Lk + Ly—k) pourN > 1avecLy = L; =0, (3.2)
1 <. (N
Sy =1+ oN kgio <k>(Sk + Sn—k) pourN > 1avecSy; =5 = 0. 3.2)

Ces récurrences sont utilisables sous cette forme mailgshtibn de I'outil puissant que sont les
séries génératrices permet de simplifier grandement ldutésode telles équations.
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RemarqueOn peut récrire la récurrence p@@i (pourN > 1), on obtient

Ly 2 () 2 Nl(N—l) Ly

N TN N =l oN E JN—-1
k=0 k=0

On peut donc se concentrer sur un seul des parametres,icendatlL y = NSy _;.

On peut également établir des récurrences relatives a tedradiun trie aléatoire. Sojiy 1 la
probabilité qu’un tri€l” construit surN mots ait une hauteut (T') inférieure ou égale &. Pour
un trie T de sous-tries gauche et drdi§ et Ty, 'événement{ H(T) < k} s'écrit {H(Tp) <
k —1letH(Ty) < k — 1}. La conjonction de deux événements indépendants se traalule
produit. On obtient

N

1
PNk = Q—n Zpi,kflefi,k-
i=0

3.3 Séries génératrices

Dans cette section, nous introduisons un des conceptsaogriour I'analyse en moyenne d’al-
gorithmes. Nous commencons par une présentation succiestgéries génératrices ordinaires et
exponentielles et de leurs applications immédiates.

Les séries génératrices sont treés intéressantes a plusitiéurElles permettent par exemple de
résoudre les récurrences (3.1) et (3.2). De plus, les mé#igyanboliques permettent de manipuler
en paralléle les objets étudiés et les séries génératdsesiaes. Les séries génératrices sont donc
plus qu’un outil. Elles offrent un moyen de pénétrer au coesrafructures étudiées.

Parfois la résolution de récurrences revient a résoudreéguation fonctionnelle mettant en jeu
des séries génératrices (on peut d’ailleurs faire un gededttéressant avec les méthodes du cha-
pitre 7). La connaissance de cette équation fonctionnalienit de nombreux renseignements sur
sa solution méme si une solution explicite n'est pas connue.

3.3.1 Présentation
Cette section présente 'outil classique des séries géin&smet leur utilisation pour résoudre des
récurrences.

Séries génératrices ordinaires et exponentielles

DEFINITION 3.1 (SERIE GENERATRICE ORDINAIRB. La série génératrice ordinairesGo) as-
sociée & une suitéy; );>o est la série formelle

Az) = Z apz".
k=0

L'exemple le plus simple de série génératrice ordinaireespond a la suite constante égale a

etvautl + z + 22+ 2% + .- = 7.

DEFINITION 3.2 (SERIE GENERATRICE EXPONENTIELLE. La série génératrice exponentielle
(SGE) associée a une suitg), a1, ..., ag, . .. €stlafonction

~ e Zk
A(Z) = Z akﬁ.
k=0



3.3. Séries génératrices 33

La serie génératrice associée a la méme suite condtantg, . .. estdond + 7 + 3—2, +---=€%

Les sommes considérées ici peuvent ou non converger, magsimeonous intéresserons que tres
peu, dans un premier temps, a ces problemes de convergeceepetur deux raisons. La pre-
miére réside dans le fait que les manipulations que nouopéur les séries génératrices sont
parfaitement définies si nous les considérons en tant qies$érmelles, méme en I'absence de
convergence. Ensuite, la nature méme des suites étudiaaalkyse d’algorithme assure la conver-
gence des séries, au moins pewsuffisamment petit. Dans beaucoup d’applications en a@alys
d’algorithme, I'analyse se divise typiquement en deuxipart.es relations formelles pour la série
entiere permettent d’obtenir des formules explicites pesiséries génératrices. Puis, on étudie
les propriétés analytiques des séries génératrices eih (i@t convergence des séries joue un
grand réle) afin de revenir aux parametres étudiés et poanolates formules explicites.

Séries génératrices comme solutions de récurrences

Les séries génératrices sont un bon moyen de résoudre der@es. Si I'on examine les équa-
tions (3.1) et (3.2), en multipliant par¥ les deux membres de chaque équation, on obtient une
expression sous forme d’'un produit de convolution qui m¢fortement!) a utiliser les séries
génératrices exponentielles. En effet, pour deux sérieérgé&ices exponentielles

N Sk N Sk
Az) = Zakﬂ etB(z) = Zbkg

le terme général;, de la série produif’(z) = A(z)B(z) est

k a; bk 1
“= A
i=0

On aboutit donc a une équation fonctionnelle pour la séneg#rice exponentielle

L(z) = ze* — z + 2e*/%L(z/2). (3.3)
En «déroulant» cette relation, on obtient
L(z) = ze* — 2z + 2*/%L(2/2)
= ze” — z + 2¢°/? (%ez/2 — % + 262/42(2/4))
= 2(e* — 1) + 2(e* — €*/?) + 4e3*/1L(z/4)
= z2(e* — 1) + 2(e* — €*/?) + z(e* — €3*/1) + 8¢"*/3L(2/8)

.: ZZ (ez _ e(l—w‘)z) , (3.4)

Jj=20

Il reste & extraire le coefficierdt,y a partir de cette équation. On a

Ly =N'[zNL(z) =N} <1 - (1 - %)N1> :

Jj=20

(Nous montrerons par la suite un autre moyen d’obtenir Uteedrpression.) Une telle somme est
typique de celles rencontrées pour les tries binaires sigqunés. Le comportement asymptotique
pour N — oo peut étre étudié par des techniques élémentaires ou esantilles techniques plus
élaborées comme la transformée de Mellin (voir la secti8h 3.
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3.3.2 Utilisation pour I'analyse en moyenne

Nous venons de voir une application pour I'analyse d’alfpones puisque la longueur de chemi-
nement externe n’est autre que le nombre de bits examinéslgarithme de triradix. D'autres
séries génératrices sont trés importantes pour I'anatysggenne, comme les séries génératrices
de probabilités et les séries génératrices bivariées.

Série génératrice de probabilitées séries génératrices de probabilités permettent depuoiani
des probabilités et de simplifier le calcul des valeurs mogsret des moments.

DEFINITION 3.3.Soit une variable aléatoiréX prenant des valeurs entiéres et positives, avec
pr = Pr{X =k}, lafonctionP(u) = >, -, pru* est appelée la série génératrice des probabi-
lités (SGP de la variable aléatoire. a

Grace au théoreme suivant, on est en mesure de trouver @gvahoyennes et les variances (et
plus généralement tout moment) sans passer par des cahgligliant des sommes discretes.

THEOREME 3.4 (VALEUR MOYENNE ET VARIANCE A PARTIR DES SGR. Soit P(u) la série
génératrice de probabilités d’une variable aléatoie. La valeur moyenne d& est égale a
P'(1) et la variance est égale B”(1) + P'(1) — P'(1)%

Preuve. La preuve de ce théoreme classique est reproduite ici @nglbduit des calculs simples
et éclairant sur les séries génératriceaySi Pr{X = k}, alors

P(1)= kak ukfl}uzl = kak,

k>0 k>1

la valeur moyenne d& , par définition. De fagon similaire, en remarquant gfg¢) = > px = 1,
le résultat pour la variance s’ensuit directement

Var(X) = E[(X — E[X])?]
=3 (k- P

k>0

= K —2> kP'(pr+ > P'(1)ps
k>0 k>0 k>0

= K- P(1)°
k>0

=P'(1)+ P (1) - P'(1)%

O

De maniére générale, la quantiéX "] = >, k"p; est ler®* moment et s’exprime en fonction
des dérivées successives@e:) enu = 1.

Série génératrice bivariéd.’'analyse en moyenne d’'algorithmes s'intéresse a non seée
compter des structures d’une certaine taille, mais ausaipmtement, & étudier les valeurs de
divers parametres (par exemple le nombre de mots d’'un tnpicdement avec la hauteur). Nous
utilisons a cette fin les séries génératriobesriées Ce sont des séries formelles de deux variables
relatives a des suites doubles. Un indice se rapporte alla dai probléme, l'autre se réféere au
parameétre analysé.
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DEFINITION 3.5 (SERIE GENERATRICE BIVARIEB. SOit(an 1 )n, k>0 UNe suite double. La série

A(z,u) = Z Zanykukz"

n>0k>0

est appelée la série génératrice bivariéeGg) de la suite. Nous utilisons la notation
[z"u*] A(z,u) pour désigne,, x, [z"]A(z,u) pour désignen ", -, a, ru* et [u¥]A(z,u) pour
désignerzn20 an k2" B

Bien entendu, cette définition est relative aux séries génées bivariéesrdinaireset peut étre
rendue «exponentielle» en divisant chaque terme:pakinsi la SGB exponentielle déa,, ;) est

A(z,u) = Z Z an,kukZ—T.

n>0k>0

Nous utilisons lessGB dans le cadre suivant. Pour un élémende P, ou P est une classe de
structures combinatoires, on considére la fonction de @@ijtdonnant la valeur d’'un paramétre
sur I'entréex. Alors la série génératrice bivariée pour cette fonctiooaiét est

P(z,u) = Z uc@ Zlel = Z mekukz”

aEP n>0 k>0

ou p,, ;; est le nombre de structures de taillet de colt.
On peut encore écrirB(z, u) sous la forme

P(z,u) = an(u)z” avecp, (u) = anykuk,

n>0 k>0

pour grouper selon la taille. De maniére symétrique I'éceit

P(z,u) = Z qr(2)u” avecqy(z) = an,kz",

k>0 n>0

permet de grouper les termes de la série relatifs a un ménte col
On voit que P(z,1) est la série génératrice énumérative de la clg8sdn effet le terme
[2"] P(z,1) estle nombre d’'objets de tailte

DEFINITION 3.6 (SERIE GENERATRICE CUMULEB. Soit P une classe de structures combina-
toires avec une série génératrice bivari®é¢z, u) (associée a une fonction de cai)t Alors la
fonction

= Z ()2l

u=1 aeP

est la série génératrice cumulée. 7§ est la classe de toutes les structuresRide taillen, alors
la somme

> )

acPy

est définie comme le co(t cumulé pour les structures de taille
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Cette terminologie s’explique par le fait que le coefficidat™ dans la série génératrice cumulée
est le colt cumulé.

Le théoreme suivant permet de calculer la valeur moyenna deniction de colt lorsque les
structures d’une taille donnée sont équiprobables.

THEOREME 3.7 (SERIE GENERATRICE BIVARIEE ET COUT MOYEN. Pour une série généra-
trice bivariée P(z,u) pour une classe de structures combinatoires, le colt mogen {putes
les structures de taille sous un modeéle uniforme est

("] g P(z,u)|
[2"]P(z2,1)

u=1

Preuve. Le rapport du colt cumulé sur le nombre de structures de tailorrespond bien a la
valeur moyenne recherchée. O

Nous nous servirons de ces séries génératrices cumulésteddrapitre 6.

3.4 Méthodes symboliques sur les tries

A partir d’'une récurrence relative & un paramétre struttudrie, on peut calculer la série gé-
nératrice correspondante, puis une équation fonctiomoselinme dans (3.3). On peut en fait bien
souvent se passer de I'étape établissant la récurrendéeltonsiste a relier directement sous
un modele probabiliste donné les paramétres structuretsedi des équations fonctionnelles de
séries génératrices. C'est précisément la méthode symuizodixposée dans [41] (voir également
[43]) qui relie de fagon algébrique les parametres et ldesgénératrices.

L'analyse consiste a exprimer les parameétres sous une fdagée puis a en déduire une équa-
tion fonctionnelle. Celle-ci peut le plus souvent étre edéke» comme dans (3.3) pour obtenir
une expression exacte. Dans le cas des tries, le comportesyenptotique est ensuite souvent
établi a l'aide de la transformée de Mellin qui constituederder maillon de la chaine d’analyse.

Pour un ensembl&’ den mots binaires, nous utiliserons la notatit, (.X) et T;;(X) pour
désigner les mots obtenus a partir de ceuXdgrace au décalage et regroupant pour le premier
les mots commencant par 0 et pour le deuxieme les mots conamigper 1.

Ty (X) = {T(x)|z € X eta(x) = b}, (pourb € M = {0,1}),

Dans ce paragraphe, un trie construit sumots produits indépendamment par une source sans
mémoire binaire symétrique. Avec nos notations la proiiélsjlie 'ensemble& de cardinah se
partage en deux sous-ensemllgs(X) etT;; (X) de cardinaux etn — k est

1 (n

2n\k)
Trés souvent, on peut exprimer un parametrécursivement par rapport aux sous-tries en tenant
compte de la contributiow a la racine

Le parametre est défini de fagcon inductive grace a des opésatélémentaires» et aux opérateurs
Tiop Lpyy- ON associe a un parameétréa série génératrice

~ a(X) |x
a(z):Zﬁz L
X
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Le lemme suivant (tiré de [41]) permet de traduire les retedisur les parametres sur les séries
génératrices.

LEMME 3.8 (TRADUCTION DES PARAMETRES. Siles parametres sur les tries satisfont les rela-
tions

a(X) = Ab(X),  a(X)=b(X)+c(X),  a(X)=b(T(X))e(Ly (X)),

a(z) = Ab(2),  a(z) =b(2) +2(z),  a(z) = b(z/2)d(z/2).

Preuve.Les deux premieres relations sont triviales. La forme pitgghovient du fait que siX
est un ensemble aléatoire demots deMY, I’ensemble‘l[o] (X), conditionné a étre de cardinal

k, est un ensemble aléatoire Henots deM™. (On utilise ici fortement le fait que les symboles
constituant un mot sont indépendants.) La derniére rela&sb prouvée par

a(z) = Z an%l = Z Z 2% <Z> brcp—rz"

n>0 ’ n>0 k=0
z/2)" z/2)™
- (i) (g
n>0 n>0
= b(2/2)e(2/2).

On peut également définir des «briques» de base pour exgasmgarametres de trie.
LEMME 3.9 (RRRAMETRES PARTICULIERS. Les valuations :
a(X) =1, b(X) = dx|p, co(X) = |X|,

(oud,, désigne le symbole de Kroneckadmettent pour séries génératrices exponentielles

Les deux lemmes précédents permettent de traduire laomel&i5). On obtient I'expression
0(z) = 2¢7/%05(2/2) + w(z).

Avant d’en venir a des exemples d’applications, remarqupmscette équation peut étre résolue
par itération a I'aide du lemme suivant.

LEMME 3.10 (LEMME ITERATIF). On suppose que IaGE vérifie

J(2) = ce** f(z/2) + @(2).

et qu'il existe un entied pour lequel les conditions suivantes sont vérifiées :

26p,p = 1sin = pet0sinon.
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— lafonctionw(z) vérifie une condition de contraction

o~

W(z) = O(z%) lorsquez — 0,

— la fonctionf vérifie la condition initialef (0) = /(0) = f”(0) = --- = f(4=Y =0,
Alors I'équation admet une unique solution de la forme

Flz) =" & i(z/27)e” 75,
j=0

et les coefficient$,, sont donnés par la formule

k=0

Preuve. Les conditions initiales ainsi que la condition de confathassurent la convergence de
la somme infinie. Pour la deuxiéme partie, on consigé&rg = e~ f(z) (on verra au chapitre 8

que cela équivaut a travailler dans le modéle de Poissorsfmondant). La fonctiofi(z) vérifie
f(2)=cf(z/2)+w(z) (avecw(z) = e *w(2)).

En identifiant les coefficients, on obtient la relatif),n: 02’"f~’n +wy. Larelation (3.6) s’ensuit
alors puisque les coefficients déz) s’obtiennent par convolution & partir de ceux fie) et
e*. |

3.5 Analyse

On peut a I'aide de ces trois lemmes analyser un grand nonelppardmetres liés aux tries.
Longueur de cheminement et tailld.es parametres du nombre de nceuds éte longueur de
cheminement s’expriment ainsi grace aux parameétres ékames En effet on a
$(X)=1=10x)0 — Ojx|,1 + 5(Lyg)) + s(Lyy
X)) =|X| = dx)1 + (L) + (L -
La premiéere relation exprime le fait que la taille d'un trinstruit surX est la somme des tailles
des sous-arbres gauche et droit plus un (contribution daciae) siX contient au moins deux
éléments. La longueur de cheminement, toujours si le nceigtedke.| X | > 1), est égale a la
somme des longueurs de cheminement des sous-arbres gadecbi plus la contribution de la
racine| X |. En appliquant les lemmes 3.8 et 3.9, on obtient directetesnéquations fonction-
nelles
e* —1—z+2e*/25(2/2)
U(z) = ze* — 2+ | X| + 2672 1(2/2).

2
©
L)
I

On calcule les solutions exactes sous forme de sommes sfjirdee au lemme 3.10.

1 k 1
5(z) = ZQk (ez — ) %ez(l_ﬁ)) (3.7)
k>0
Z(z) = Zz(ez —e*m3r ). (3.8)

k>0
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L'équation (3.8) est la solution que I'on avait obtenue ed)a partir de la récurrence. Contraire-
ment a la preuve calculatoire précédente, on obtient @ineett la série génératrice a partir de la
définition inductive du paramétre. On trouve égalementigsessions des coefficiends et/,,

S = 302K — (1 )" — (1= 5" (3.9)
k>0

zn=n2(1—(1—2ik)"—1). (3.10)
k>0

On obtiendra Ces expressions autrement au chapitre 4.

Hauteur. La quantitép, (X ) vaut 1 si le trie est de hauteur inférieuré &t O sinon. Elle obéit &
la définition inductive

Pr(X) = pr—1(Ljg) (X))pe—1 (L) (X))

De plus, la valeur moyenng, ,, pour les ensembleX de cardinaln est exactement la proba-
bilité qu'un ensemble de mots ait un trie associé de hauteur au ptlu©n trouve I'équation
fonctionnelle grace aux lemmes 3.8 et 3.9

Pie(z) = P(2/2) = Bo(2/2M)% = (1 + z/25)%".

L'espérance de la hauteur d’un trie construit sunots est exactement

e =3 (1= pra) = [1 —nl[z")(1 + 2/2’“)21 . (3.11)

k>0 k>0

Remarques.

1. Ces méthodes trés puissantes permettent égalemeremitdies expressions exactes de la
valeur moyenne d’autres paramétres (comme la longueuradeiobment d’un patricia trie,
la recherche dans und trie, voir [41]).

2. Ces méthodes s'adaptent a un modeéle probabiliste oudbalpititésp etq = 1 — p d’avoir
0 ou 1 ne valent plu% (cas biaisé). Les lemmes 3.8 et 3.10 s'adaptent. Les ptéprié
additives sont toujours vraies. La principale différeneesgue au niveau des parameétres
multiplicatifs, pour lesquels la relation

se traduit par

~

3(2) = D(p2)flg2)-

3. Ces lemmes peuvent également étre étendus a un alphabd@hage [41].

Le point commun & toutes ces méthodes est de ne considérdegseurces sans mémoire pour
les mots produits. Cette these examinera un modéle de soésagenéral (qui englobe en particu-
lier les sources sans mémoire mais aussi les chaines de Wlgtkgpermet de prendre en compte
des dépendances entre les symboles (voir chapitre 4). Célenqdi englobe la majeure partie

des modeéles classiques envisagés pour les tries utiliseaatoe type d’approche et établira des
résultats trés généraux sur les tries.
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3.6 Séries génératrices bivariées

Les séries génératrices étudiées dans la section préeéétaignt univariées. Elles correspon-
denta des séries génératrices d’espérances pour la tddléomgueur de cheminement et a une
série génératrice de probabilités pour la hauteur. Less@@nératrices bivariées ont un pouvoir
d’expression plus grand puisqu’elles prennent en compig garameétres conjointement.

Nous nous intéressons par exemple au paramétre donnanfémgeur a laquelle la clé est insé-
rée. Les probabilités, , qu’une clé soit insérée a une profondéwtans un trie contenant+ 1
mots donnent lieu a une série génératrice exponentielleatmpilités [53]. Le modele aléatoire
pour les mots peut étre ici biaisé (de paramétres ¢ = 1 — p). Toute l'information sur ces
probabilités est résumée dans la série génératrice

P(z,u) = u[pP(pz,u) + qP(qz,u)] + (1 — u)e . (3.12)
RemarqueUne telle équation se préte naturellement a I'analyse grdaéransformée de Mellin

présentée a la section 3.8.

On peut également trouver des relations pour la série geticerhivariée de la hauteur. Considé-
rons la série génératrice exponentielle bivafi&e, «) associée a la hauteur. Le calcul se passe en
deux temps. D’abord on va étudier la série génératrice exptigile des probabilités;, , qu’un

trie construit sum mots soit de hauteur inférieure ou égalé.aOn a déja trouvé dans le cas
symétriquep = ¢ = 1 la série génératrice

Pr(z) = Zpk,n 2" /nl = (14 z/28)2".
k>0

Une formule existe également dans le cas biaisé. On peiseutih récurrence

pk,n = Zn1+n2:n (nl’:lnz)pnlqnzpk‘fl,nlpk‘fl,HQ; k 2 17” Z 0
Pon = 0 n<1
Pon = 1 n > 17

ou encore appliquer une version biaisée des lemmes 3.8%tGnlobtient
~ Zn 7zpk1qk2 k1 ko (k-ll,c)@)
pk(Z):Zpk,nH: 11 (e (1+2p™q )) :
n>0 k1+ko=k

On utilise le fait que la probabilité gu’un trie construitrsumots soit de hauteur est(py ,, —
Pr—1,n) Sik > 0 etpg , Sinon. La série génératrice de la hauteur s’écrit alors

h(z,u) = Z hn(u)i—r:

n>0
2" k
= Z m Z(pk,n _pk—l,n)u +p0,n
n>0 k>0
Z’ﬂ
=(1—-u) Z“kpkmm =(1—-u) Zpk(z)uk.

k>0 ’ k>0

Cette équation relie la série génératrice exponentiellarigie de la hauteu‘At(z,u) a la série
génératrice exponentielfg (z) des probabilités qu’un trie soit de hauteur inférieufe &
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Le fait de trouver une équation fonctionnelle ne constitue & premier pas de I'analyse en
moyenne. Plusieurs cas se présentent alors : on a une sadudicite sur laquelle toute la ma-
chinerie des séries génératrices est applicable (exdredt coefficients, calculs des moments); il
peut également arriver qu’on ne conaisse pas de solutidiciégpnais la structure de I'équation
fonctionnelle donne des informations notamment sur le acotement asymptotique du paramétre
('outil employé est alors I'analyse complexe).

3.7 Utilisation des alignements

Les méthodes des paragraphes précédents permettent dieepeancompte seulement les mo-
déles indépendants ol les mots sont produits par une samseremoire (cf. chapitre 4). Afin
de considérer d’autres modeles, plusieurs auteurs onbpéoges expressions alternatives des
parametres de tries qui font appel a la notion d’alignem&#t 96, 4, 60]. On peut prendre en
compte les dépendances de type markovienne (la probabditéir un symbole dépend du sym-
bole précédent) ou encore les dépendances survenant eimaréatas suffixes successifs d'un
texte.

Considérons une suit& = (x4, ...,x,) den mots sur un alphabet figi1 de tailler. On définit
la matrice des alignement€’; ;)1<i j<n. Le termeC; ; (pouri # j) désigne la longueur du
plus long préfixe commun aux deux mats et x;. Ainsi, C; ; = k si et seulement st; etx;
coincident exactement sur léspremiers caractéres mais différent sur(te+ 1)€. La matrice
(C; ;) est symétrique, i.e0; ; = Cj ;.

Exemple.Soit X = (aabba...,ababb..., abbaa..., babaa...) alors la matrices des aligne-
ments est

00

1
¢= 1
0

o R~
oy v~
g cooo

La plupart des paramétres de trie ont une interprétatioeremets d’alignements [96]. Par exemple,
la profondeurDS) du nceud externe correspondant;ss’exprime comme la longueur maximale
parmi les alignements (pour parvenir au dernier nceud iajgrias un pour le lien reliant ce noeud
interne au nceud externe

DW =1 n
wo =1+ max {Ci;}

La profondeur moyenne d'une feuille,,, la longueur de cheminemenht,, la hauteurH,, s'ex-
priment a I'aide deD{? et donc des alignements ;. En effet on a

I 1<
__E (1) — _E .
D = nile” _1+ni:11?§$({01’]}

H, = max {DS)} =1+ max {C;,}.

1<i<n 1<i<j<n
Sur I'exemple précédent, on obtiebt, =9/4, L,, =9, H, = 3.

Suivant la démarche de Jacquet et Szpankowski [54], naussatious concentrer sur le paramétre
D,,.



3.7. Utilisation des alignements 42

Les mots sont indépendants les uns des autresﬂéiﬁet D,, ont méme distribution pour tout
la définition deD,, se réduit donc a

Dn =1 + max{CLl, ey Cl,n}-

En appliquant le principe d'inclusion-exclusion, on ohtie

PI"{Dn > k} = PI‘ U Cl N k " Zn(fl)] (7;)] PY{CLQ > k, .. .,Clyj > k}

j=2
(3.13)

Cette formule est vraie dans un cadre trés général et reltblergpour une distribution quel-
conque des symboles dans chaque mot. La série génératfinaicg des probabilités associée au
parametreD,, s'écrit donc

> Pr{D, =k}

k>0

- %;nuw (’;)7

[PT{OLQ >k—1,..., Cl,j >k — 1} — PY{CLQ >k, ..., Cl,j > k}]zk (314)

P,(2)

Considérons maintenant le modeéle le plus simple avec urabgithinaireM = {0,1} ou les
symboles sont émis indépendamment avec les probabhiléég. Alors la probabilitéPr{C; » >
.,C1; > k} s'écrit

Pr{Cis > k,...,C1; >k} = (p/ +¢')F*",

et la série génératricB, (z) de I'équation (3.14) devient aprés des calculs simples

Ll (it d)
P.(z)=1 > (-1 (]) = (3.15)

noS 1—z(p7 +¢7)

Ainsi une application du théoréme 3.4 donne une expressidespérance d@,,
S Z (n) M (3.16)
n i) 1= +¢)

Le comportement asymptotique de telles sommes alternées) & (3.16) est obtenu grace a une
analyse de Mellin [94] (bien que ['utilisation en soit |égérent différente que celle qui en est
faite habituellement dans les tries).

On peut considérer un modele lié aux chaines de Markov (epitle 4) qui prend en compte
une dépendance limitée entre symboles successifs (mgisitsen supposant que les mots sont
indépendants) et c’est alors la méme méthode qui s'applicrieas ou les mots sont les suffixes
d’'un méme texte (et ne sont donc plus indépendants) est@bart [4]. Cela est en rapport avec
I'arbre des suffixes du chapitre 2.

Cette approche se préte également assez bien a une visisriedesdre des intervalles fonda-
mentaux (chapitre 4). Cela constitue d’ailleurs un axe deerche dans le prolongement de cette
thése.
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3.8 Transformée de Mellin

La transformée de Mellin est omniprésente pour I'analyseneyenne sur les tries. C'est un
moyen les plus directs et élégant pour parvenir a extraioomeportement asymptotique d’'une
somme harmonique tout en mettant en évidence d'éventuéisopmenes oscillatoires de trés
faible amplitude.

3.8.1 Définitions
Dans la suite, la notatiofw, 3) désignera la bande ouverte du plan complexe C | Re(s) €

Jo, B[ -

DEFINITION 3.11 (TRANSFORMEE DEMELLIN). Soit f : |0, oo — R une fonction localement
sommable suj0, oo[, la transformée de Mellin est définie par

00
mellin[f(x); s] = f*(s) :/0 f(z)z*tda

La plus grande bandgr, 8) sur laquelle l'intégrale converge est appabémde fondamentalde
I

ExempleLa fonction exponentielle a pour transformée la fonctiom@eal'(s) avec pour bande
fondamentald0, +oc). On définit la fonction exponentielle tronquég =) d’ordreb pourb > 0
par

. z
ep(z) =e —1+z—§+---+T

Cette fonction interviendra dans I'analyse pdue 1 etb = 2. On calcule immédiatement (par
un changement de variables) que la transformés,@dg est

ep(z) — I'(s) s€(=b,—b+1).

Remarque —En coupant I'intégrale en 2 = fol + J;°, on voit que les conditions

flx) = 0O@"), f[f(x) = O("),

r—07t Tr—00

garantissent, si > v, que f*(s) existe dans la bande-u, —v). Ainsi apparait le rapport entre le
développement asymptotique dleen 0 (resp. ent-oo) et la frontiere gauche (resp. droite) de la
bande fondamentale ¢f&.

3.8.2 Propriétés fonctionnelles

Soit f : ]0, 00[ — R une fonction localement sommable $tiroo[ dont la transformée de Mellin
admet(«, 3) comme bande fondamentale. On peut établir directementdgsiptés suivantes :

(i) mellin[f(ua);s] = u=*£(s) € (@.B) >0
(i4)  mellin[Af(2);s] = Af*(s) € (a.8)

(i) melin[ye e Mef (ua0); 8] = (S re Mt ) f*(s) 5 € o, ), i > 0, K fini
(iv) mellin[f(L1):;s] = *(~s) € (—B,—a)
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(i) et(ii) s’obtiennent facilement grace a la linéarité de I'intégraet un changement de variable.
(#4¢) découle directement de) et (i¢). On verra plus loin qu’on peut étendre cette formule sous
certaines conditions au cas @éd est infini. Enfin, un changement de variable permet d’obtenir
(iv). Cette formule permet de ne chercher que le comportementmstique er0* (resp. en
+00), puisque le développement asymptotiquey@e) en +oo (resp.0t) se raméne a celui de
f(z) =g(1)en0™ (resp.+o0).

3.8.3 Propriétés asymptotiques

Il'y a une correspondance précise entre le développemenpasiique d’'une fonction en 0 (resp.
+00), et les pdles de la transformée de Mellin dans un demi-péarcige (resp. droit) par rap-
port a la bande fondamentale. Chaque terme du développes@mptotique dg de la forme
2¢(log x)* correspond a un pdle d’'ordke+ 1 de sa transformég* ens = —c. Mais cette cor-
respondance sera utilisée dans le sens inverse. Pour dé&etendéveloppement asymptotique
de F'(z), on calcule la transformée de Mellifi*(s) et chaque pble dé&™* donnera un terme du
développement asymptotique de F. Soit une foncianéromorphe en = s(. La fonction® se
développe en une série de Laurent au voisinage de

—+oo

D(s) = Z cr(s — so)".

k=—o0

La fonction®(s) a unpdéled’ordrer sir > 0 etc_,. # 0, et estholomorpheen sq si ¢, = 0 pour
toutk < 0. On définit lapartie singulierede ® ens = s, par

-1

Z cr(s — s0)".

k=—o00

DEFINITION 3.12.Soit® méromorphe suf) etS C Q I'ensemble des pdles de dans). La
partie singuliérede ® sur Q) est la somme formelle des parties singulieresbden chacun des
points desS.

Notation — Si E est la partie singuliére d sur(2, on utilise la notation
O(s) <E (s €Q).
Exemple :

1 1 n 1 1 (s € (~2,2))
= - —= s€ (=
$2(s+1) s+1 s s ’

La notion de partie singuliére d’une fonction méromorphelsuensemblé€) C C étant définie,
on peut énoncer le théoreme suivant qui relie I'expressimyudiere de la transformée de Mellin
d’une fonction avec le développement asymptotique-ea :

THEOREME3.13.Soit f une fonction continue sub, +oco[ dont la transformée de Melligf*
admet une bande fondamentale non de3). On suppose que

(i) f*(s) admet un prolongement méromorphe sur~) avecy > (3, et est analytique sur
Re(s) = 7.
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(i) Ilexiste unréely €]a, 8], un entierr > 1 et une suite réellél; ) ey Strictement croissante
divergeant verst-oco tels que

fr(s) = 0O(ls|™"),
sur la réunion des segmenis € C | Re(s) € [n,7] ,Im(s) = T;}, quandj — +oc.

Si f*(s) admet comme partie singuliére

> dc,kﬁ (s € ),

¢k)EA

fr(s) =
(
alors le développement asymptotiquefde) en-+oo est

—1)k
flz) = Z de k (l(c)l)

(¢ k)eA

'm_c(log )+ O0(z7).

Fluctuations périodiques.Un péle def* en un point( = o + it non réel introduit dans le
développement asymptotique un terme de la forme

LCic — xfaefztlogx

qui contient une composante périodiquelegz de période2r/t. Ce sont ces phénoménes de
fluctuations qui rendent la transformée de Mellin si utiléspu’ils sont difficilement accessibles
par d'autres méthodes.

3.8.4 Sommes harmoniques

DEFINITION 3.14.Une somme de la forme

G(z) = > Meg(uez) (K fini ou infini)
keK

est appelée somme harmonique. Les ensenfblgset {1 } forment respectivement I'ensemble
des amplitudes et des fréquences. La fonctior) est appelée fonction de base de la somme
harmonique.

Dans la suite, seuls les développements asymptotiquesenous intéressent. On va donc seule-
ment s’intéresser aux sommes harmoniques dont les frégsdr@emoniqueg;, tendent vers 0.
La série de Dirichlet associée a la somme harmonique est

A(S) = Z )\kukis.
keK

La transformée de Mellin d’'une somme harmonique finie stécri

On peut étendre cette formule du produit aux sommes harmesigfinies sous les conditions du
théoréme des sommes harmoniques. Ce théoréme permet derdaonvergence d'une somme
harmonique et d’en obtenir son développement asymptatique
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THEOREME3.15 (SOMMES HARMONIQUES). SoitG(x) une somme harmonique,
G(x) = > Mg(ur),
keK
telle que :

— g est continue suj0, +oo[ etg* a pour bande fondamentale,, ) ;

— A(s) = > ek Meur " la série de Dirichlet associée &(x) a un demi-plan de conver-
gence simpl®e(s) < o.

Supposons de plus que

(i) o > «, c’est a dire que le demi-plan de convergence simpla @g a une intersection non
vide avec la bande fondamentdle 3). Notons3’ =€ (3, o).

(ii) 1l existe un nombre rée} > (3 pour lequelg* et A admettent un prolongement méromophe
sur {«, ) et soient analytiques stie(s) = .

(iii) Il existe unréel €]a, 5'] et une suite réellél}) jcn Strictement croissante divergeant vers
+oo tels que

g*(s) = O(|s|7%), pour tout entier k > 0,
A(s) = O(|s|"), pour un entier r > 0,

sur la réunion des segmenis € C | Re(s) € [v,7] ,Im(s) = T;} quandj — +oo.
Alors la somme harmonigqu&(z) converge sul0, +oo[ et sa transformé&™(s) est bien définie

sur{a, B’y et s’écritG*(s) = A(s)g*(s). SiG*(s) admet de plus comme partie singuliére

1
G*(s) =< Y dc,k(s — R (s € {(v.m),

(¢ k)eA

alors le développement asymptotique(de:) en+oo est

1)k
G(z) = Z de i (li 1)1)'30_4(10g36)]C + O(z77).
(¢,k)EA '

3.8.5 Application

Comme exemple d'application de la transformée de Mellinangxons les expres-
sions (3.9), (3.10) et (3.11) obtenues respectivement lotaille s,,, la longueur de chemine-
ment/,, et la hauteurh,, d’'un trie binaire construit avec une source symétrique sa@soire
symétrique

Sn:ZQ’*’(l—a—%)”—%(1—2%)"*1) (3.17)
k>0
bo=nY (1—(1— 2%)"*1) (3.18)
k>0
o= [1 ol (1 + 2/29)2] (3.19)

k>0
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Afin de ne pas alourdir inutilement cette présentation, acivfaire appel a une simplification qui
sera pleinement justifiée au chapitre 8. Cette simplificatimnsiste a opérer la correspondance

(I—a)" e (3.20)
n(l—a)" ! s ne " (3.22)
n! [z"](l + Z/Qk)2k —e " (1 + %)2k . (3.22)

Derriére ce «stratageme» se cache en fait le passage a uterded®isson ou les calculs peuvent
étre menés a terme plus simplement (voir chapitre 8). Lasioek (3.20) et (3.21) sont des équi-
valents. La méthode du point de col permet d’obtenir la i@hat3.22) (cela sera détaillé lors de

la présentation de cette méthode au chapitre 8).

Longueur de cheminement externe
On va étudier la somme harmonique corresponddpt a
x z/2k
F(z) = ZQkQ—k(l—e 2%, (3.23)
k>0

de fonction de basg¢(z) = z(1 — e~%), de fréquence$ur = 27%},>0 et d’amplitudes{\; =
2F11>0. On calcule la transformée de Mellin

f (s)=-T(s+1) (s € (—2,-1)).

La série de Dirichlet associéery x) est
= 1

As) =) 2%k =3 (2" = oy

k>0 k=0

La série de Dirichlet\(s) a un demi-plan de convergence simple(s) < —1. Les pdles de\

sont situés sur une droite verticate(s) = —1 aux points
14 2ikm
Xk = IOg 9’

pourk € Z. La figure 3.1 précise les conditions d’application du tiééoe (les pdles sont repré-

sentés par des points). Appliquons le théoréme des sommastigues

— f* apour bande fondamentgle2, —1);

— A apour demi-plan de convergence simBlg s) < —1 d'intersection non vide avee-2, —1) ;

— A et f* admettent un prolongement méromorphe@uat sont analytiques siite(s) = § pour
toutréels < —1;

— Soité < 1. On considére la suitel’;) définie par

2k + L)m
log2

=
Alors sur la réunion des segments, défini pour éviter lesspdde, on a
3
{s € C|Re(s) € [75,5] et Im(s) = Tj},

qui est défini pour éviter les pbles deon a

1 1

| <
|A(U+1T])| |1+21+01Tj | =14 21-3/2

= 0(ls|").
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Bande fondameptale

—3/2

FiG. 3.1 — Situation des pbles et de la bande fondamentale dateleomplexe.

De plus, la version complexe de la formule de Stirling
IT(o +it)] ~ V2r[t|]7 /2712 (¢ — +o0),
permet d’obtenir pour tout > 1, quandj — +o0, que
|f*(o +iT})| = |T(1 + o +iT})| = O(|s|™").

Le théoréme s’appliquel (z) converge suj0, +ool. La partie singuliére dé&™ (s) = A(s)EF*(s)
est

Fs) = et b ) 0 T e g g,

x10g2(5—1)27 2 log2’s—1

ou~ désigne la constante d’Euler. Il faut pour la calculer s@edgr que

Dis) == —7+0(s)  (s—0)
e 111
(127 = ot + 34 06) (5-0)

On obtient alors le développement Héx) quandx — +oo et donc le développement asympto-
tique de’,,

1 1 ¥ n _s
by, =——=nl = —P(l 0 .
10g2n Ogn+(2+log2)n+log2 (logom) +O(n™")

Le polyndbmeP(log, ) regroupe les termes imaginaires liés ayx

2ikm

)672ik7r log, (m)
log 2

Plogyz) = 3 I
keZ*

2ikm

Du fait de la forte décroissance g5

) quandk — +oo0, |P(log, z)| est majoré pat0—°.
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Nombre de nceuds internes

Le développement asymptotique du nombre de noeuds intezrezdcalle de la méme facon que
pour la longueur de cheminement externe. On considéere lengdmrmonique

F(z) =Y 251 — e /¥ (1 4+ 2/2")),

k>0

de fonction de basg(z) = (1 —e~*(1 + z)), de fréquenceg;, = 2~* et d’amplitudes\, = 2.
L'espérances,, est égale & '(n). On calcule la transformée de Mellin gie

fr(=s)==(s+1Dl(s) (s €(=2,0)).
La série de Dirichlet associée/g x) est

1

M) = 1%

(s € (—o0,—1)).

Le théoreme des sommes harmoniques s’applique encorel Soil. Cette fois ci,F'™* n'a que
des pdles simples syr-3, §) situés en 0 et aux points

2ik
Xk =—1+ - W, pourk € Z.
log 2

La partie singuliére dé™(s) = A(s) f*(s) s’écrit

F*(s) =< L L 3 1 (e — DI (=xk) (s € (—3/2,6)).

log2s—1 s fot log 2 S — Xk

On a besoin des 2 développements suivants

1
D)= ——+0(1)  (s—-1)
e 111

On obtient immédiatement le développemenfde) quandrz — oo pour toute > 1

x
F(x) = 1-——Qfl ).
(@) = 137+ 1~ o QloBa ) +0l™)

Le polyndmeQ)(log, =) est un polyndme regroupant les termes imaginaires liégau& (u) est
périodique de période 1, et d’'amplitude négligeable del/émtais intervient contrairement au cas
de la longueur de cheminement externe dans le terme printigiveloppement asymptotique).

Hauteur

La hauteur ne se traite pas aussi simplement puisqu’elle@rpréme pas directement comme une
somme harmonique.

o= [1 - (e—"/Qku + n/2k))2k] .

k>0
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On se limite & une majoration de la quantité précédemtce a I'inégalité

12

(I+z)e ™ >e 2.
On en déduit

2 /9k+1
hn <Y (1—e™/20),
£>0
On examine la somme harmonique

F(z) = Z f(prz) avecf(z) =1 — e ety = 2+D/2,
k>0

On calcule la transformée de Mellin géx) (de bande fondamentafe-2, 0)) et la série de Diri-
chlet (de demi-plan de convergeneeso, 0))

25/2

F5) = —3T(s/2) et Als)= o

Les deux fonctions admettent bien un prolongement mérohngosprC. Soité > 0. La partie
singuliére deF™* (s) sur(—1/2,4) est

2 1 1 v 1 1 T(=xk)
Fr )= 0525 023 ~1/2,6
(S) 1Og282+(2 10g2)s+k§* 10g2 S — Xk (SE< / ) >)7

ou~ désigne la constante d’'Eulergt = 2ik7/ log 2. On obtient le développement asymptotique

2 10gn+(_—1+ 2 ) — R(logn?/2) + O(n™?%).

hy, <
~ log?2 2 log 2

log 2

Encore une foif?(log, x) est périodique d’amplitude négligeable devant 1.

Remarque. On peut montrer en utilisant une méthode plus fine que la baateffectivement
pour espérance ep* log(z) + O(1). La majoration utilisée est une «bonne» majoration. Nous
le montrerons au cﬁapitre 8 avec un modele de source beaphmugénéral.

3La hauteur sera traitée en détail avec un modéle de soursg@héral au chapitre 8.
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Nous abordons dans ce chapitre le cadre générakdaeses dynamiques probabilisédsut
d’'abord, nous introduisons deux types de sources dynamgymeboliquesnommés basiques et
Markoviens. De tels mécanismes sont reliés systémes dynamiqudéfinis a I'aide d’applica-
tions expansives sur l'intervall®, 1] (voir a ce propos [5, 68, 87]). Le modéle peut encore étre
étendu en considérant une fonction de densité (analytigiéintervalle |0, 1], ce qui définit un
nouveau type de sourcées sources dynamiques probabiliséesfin, nous présentons les notions
d’intervalle fondamental et de mesure fondamentale, ptieduisons deux caractéristiques de la
source, I'entropie et la probabilité de coincidence.

Les sources dynamiques sont introduites et étudiées dags ¢1 des notions similaires jouent
un réle important pour I'analyse d'algorithmes autour dagorithme d’Euclide en théorie des
nombres [100, 99, 101].

4.1 Comment produire des symboles ? Les sources classiques.

On considére ici une source qui produit un flot infini de symbolOn cherche un modéle qui
s’approche le plus possible de la «réalité» tout en restdligable théoriquement (le modéle
n'est pas «vide» et permet de mener des calculs a terme).

La production de symboles est un phénomeéiseret On peut ainsi s'imaginer qu'a chaque coup
d’horloge, un nouveau symbole est émis par la source. Lexchosymbole a émettre peut prendre
en compte un grand nombre de parametres. Nous décrivonsugisburces classiques dont le
mécanisme est probabiliste : les sources sans mémoireatdéwes de Markov.

51
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4.1.1 Sources sans mémoire

Le principe d'une source sans mémoire est simple. On se donafphabeiM et les fréquences
d'apparition des symbole§; };c . Puis, on émet a chaque coup d’horloge le symbaleec
la probabilitép;. Par définition, la source sans mémoire ne tient aucun codggesymboles
précédemment émis : il N’y a aucune dépendance entre delbosgsremis par la source.

Tous les exemples émaillant cette partie sont tirés dudiel®ominic Welsh [104]. Pour la langue
anglaise avec un alphabet de taille 27 (les lettres plusrbctezre espace), une premiére tentative
(grossiere) de modélisation, dite approximation d’ordredhsiste a émettre chaque lettre avec
une probabilité21—7. Un exemple typique d’'un mot produit par une telle sourcéaiapres [104])

DM QASCJIDGFOZYNX ZSDZLXIKUD.

La deuxiéme étape, naturelle, consiste a considérer déstités non uniformes calculées a
partir d’un corpus. On obtient alors un mot qui «ressembéa plus d’un point de vue syntaxique
a une phrase naturelle en anglais

OR L RW NILI E NNSBATEI.

4.1.2 Chaines de Markov

Le prochain échelon a gravir consiste a prendre en compt#lesndances entre les lettres. En
effet, la lettre T’ en anglais a toutes les chances d’'étre suivie dUnEnN francais, la lettreq’ sera
souvent suivie de la lettreu’. Les chaines de Markov du premier ordre (car il est évidentme
possible d’examiner les dépendances plus lointaines, éduites a deux lettres consécutives)
permettent de prendre en compte ce type de modéle.

Considérons les probabilités conditionnelles calculéeartir des fréquences de paires de lettres
successives (ou digrammes)

Pilj = Pji/Pi

ol pj; est la probabilité du digrammg (la lettre j suivie de la lettre) et p;|; est la probabilite
conditionnelle d’avoir un symbolelorsque le symbole précédent gstUne chaine de Markov
est donc définie a partir d'une matrice de transitibr= (p; ;) et un vecteurr de probabilités
initiales. Un vecteurr = (p;) de probabilités est tel que > 0 pour touti et> p; = 1. Ces
matrices ont beaucoup de propriétés et sont abondammeiid&stu(voir [29] par exemple pour
une présentation plus détaillée). Par exemple, petr(p;) un vecteur de probabilités, le vecteur
IT x p est également un vecteur de probabilités. Les coefficiergt#térés de la matridé ont une
signification importante. En effet le coefficieit j) deII” (lignei et colonnej) correspond a la
probabilité conditionnelle d’avoir un mot de longudugui commence par la lettreet finisse par
la lettres.

Pour générer un texte qui obéisse a ce modéle (issu d’'unspKupeut utiliser une méthode de
type Monte Carlo due a Shannon. Cette méthode permet o’ & italcul des probabilités a partir
du corpus. On choisit un texte au hasard et on pointe une kE#&atoirement. Supposons que cette
lettre soit B'. On pointe a nouveau au hasard un endroit du texte et I'ooquatt le texte jusqu’a
rencontrer la lettreg’. Le symbole & émettre est alors le symbole le suivant imatédient. Ce
symbole devient le symbole courant, et on itére le processus

Grace a cette méthode, on génére par exemple le texte sgwaobrrespond a une chaine de
Markov du premier ordre

OUCTIE IN ARE AMYST TE TUSE SOBE CTUSE
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FiG. 4.1 — Automate (non déterministe) correspondant & unenetdd Markov sur un alphabet
{0,1} avec des probabilités initiales, p; et une matrice de transitidip; ;).

Plutdét que de prendre des dépendances sur deux lettresubrcqesidérer une «fenétre» sur
les derniers caracteres afin d’émettre le prochain symialméthode de Shanon s'adapte fa-
cilement). On obtient alors des approximations d’ordreésigpir correspondant a des chaines
de Markov d’ordre supérieur. Une approximation par unerghade Markov d’ordre 2 donne la
phrase

HE AREAT BEIS HEDE THAT WISHBOUT SEED DAY OFTE
AND HE IS FOR THAT MINUMB LOOTS WILL AND GIRLS,
A DOLL WILL IS FRIECE ABOARDARICE STRED SAYS

(Source : Runyon on Broadway)

En faisant preuve de beaucoup d’imagination et en accelgangologismes au sens trouble, on
peut commencer a trouver du sens a cette phrase!

C’est peut-étre plus frappant encore avec des langues gsisamt familiéres sans que pour autant
nous les lisions couramment. Ainsi prenant comme corpexte tde Senecutede Ciceron, nous
obtenons pour le latin les approximations

IENEC FES VIMONILLITUM M ST ER PEM ENIM PTAUL
(Chaine de Markov premier ordre),

SENECTOR VCI QUAEMODOMIS SE NON
FRATURDIGNAVIT SINE VELIUS

(Chaine de Markov deuxiéme ordre).

Une définition équivalente des chaines de Markov est de $emlser grace a des automates non
déterministes. L'ensemble des états est constitué desheble des symboles plus un état initial.
De chaque état partent les arcs vers chacun des étatarc correspondant étant emprunté avec
la probabilitép; ; (voir figure 4.1). De I'état initial partent des arcs corr@sgant aux probabilites
initiales {p; }. On part de Iétat initial. Puis, & chaque fois que I'on arilans un état on émet le
symbole correspondant.

La tache qui consiste a modéliser une source en partant elte itéel (que ce soit un corpus en
langue naturelle, ou encore des numéros de cartes de eéd#tjdue. Le modéle idéal tiendrait
compte de I'ensemble des caractéres déja émis pour cheipimthain symbole, c.-a-d. qu'il
considérerait pour un alphah#t les ensemble$p,, }.,c 1+ des probabilités d’apparition d’un
préfixew de longueuk

pw = Pr{v € M" a pour préfixav}.
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Bien sir, on a I'égalité pour tout > 0

Les sources dynamiques fournissent un cadre général quepee modéliser a la fois les sources
sans mémoire, les chaines de Markov mais également d'ayfes de sources comme par
exemple la source en fraction continue qui prend en compts#émble du passé pour décider
du prochain symbole a émettre.

4.2 Mécanisme basé sur les sources dynamiques

4.2.1 Sources dynamiques symboliques de base

Dans le contexte de la théorie de I'information, une soustée mécanisme qui produit des mots
infinis sur un alphabetM. Dans un premier temps, ce sont les sources associées damegs
dynamiques de base (pour lequel le mécanisme est le mémeaeci@pe) qui nous intéressent.

DEFINITION 4.1 (SOURCE SYMBOLIQUE DE BASH. Une source dynamique de base est définie

al'aide de quatre éléments :

(a) UnalphabetM inclus dansN fini ou dénombrable.

(b) Une partition topologiquede Z :=]0, 1] avec des intervalles ouverts disjoirfs,, i.e.,Z =
UmGM L.

(¢) Une application deodager constante et égale@ sur chaque intervall&,,,.

(d) Une application delécalagél” dont la restriction},,,) a chaque intervalle,,, est une bijec-
tion analytique deZ,,, surZ. On noteh,,, I'application inverse del},,; restreinte a l'intervalle
I tH := {hm, m € M} I'ensemble des branches inversesidéOn suppose qu'il existe un
voisinage complex¥ deZ sur lequel 'ensembl@{ satisfait les conditions suivantes :

(d1) Les applications:,, admettent une extension holomorphe Buet envoient strictement
Vdansy (i.e.,h(V) S V);

(d2) Les application$h,,,| admettent des extensions holomorphes, ndtgesur) et il existe
des nombres réel,, < 1 pour lesquel® < |h,, (z)| < 6, pourz € V;

(ds) Il existe un nombre rée} < 1 pour lequel la sérig . .\, 0, converge pouRe(s) > v.

Remarques :

1. une telle source dynamique est dieebaseen vertu des relatiorE(Z,,,) = Z. Dans la lit-
térature, il est en géneral seulement demandé que I'iMi&gg, ) soit une union d’elements
Z; de la partition.

2. Les conditiongd;) et(ds) expriment le fait que les branches inveragssont des contrac-
tions, ou de facon équivalente que I'applicatibrest expansive.

3. La condition(ds) est trivialement vraie dés lors que I'alphabet est fini (ayee —o0).
Cette condition n’intervient que dans les cas des alphatf@iss.

4. Dans les faits, pour que nos méthodes s’appliquent,sigsant que I'application obtenue
en itérant un nombre fixé de fois vérifie les conditiongd). Par exemple, I'application de
décalagd” associée aux fractions continues ne satisfait pas les timmsiid; ) et(d2) mais
son itérée secondg?, elle, les satisfait.

5. La fonction f est expansive (respectivement contractante)swsi D C f(D) (resp.
f(D) c D). La condition(d;) implique queh,, est strictement contractante swr La
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condition(dz) exprime la condition pour qu’une fonction dérivable saiicseément contrac-
tante suf0, 1].

6. L'application de décalag€ est définie presque partout. Il est important pour la suite qu
I'ensemble sur lequel’ n'est pas défini soit de mesure nulle.

o

0 xzg z x5 ®Q z9 x3 wy 1

71 g I3 0 I Ty Z3 1

(i) Application de décalag& (i) Application de codage

FiG. 4.2 — Exemple de mécanisme de source avec (i) I'applicatiate décalage et (ii) I'ap-
plication de codage. L'alphabet estM = {1,2,3}, la partition{Z,,Z,,Z3}. La suite d'ité-
rés associée a = =z est (zg,x1,x2,x3, x4, T5,Tg,-..), C& QUi produit le moth (x) =
(2,1,2,3,3,1,1,...).

Le lecteur non familier avec la théorie des applicationsaespves et des systemes dynamiques
symboliques peut examiner la définition que nous avons ptése la lumiére de I'exemple du
systéeme de représentation en base 2 usuel. Dans ce casabetest\ = {0, 1}, le décalage
T(x) est{2z} (ou {-} désigne la partie rationnelle), la partition de I'intefedal = [0, 1] est
{Zo, 71} = {[0, 3], [3, 1[}, et le codage se fait au moyen de I'applicationonstante sur chaque
intervalle de la partitionr(Zy) = 0, 0(Z;) = 1.

Les mots émis par la source sont alors produits comme suiit figure 4.2). L'application

T : T — T (définie presque partout) est utilisée pour itérer le pracgscomme un opérateur
de décalage. L'application : Z — M est utilisée pour le codage. Elle détermine le symbole a
émettre. La source peut également étre vue en termes diétatétats sont les lettres de I'alpha-
bet. Chaque itération de I'application de décal@gfit passer dans un nouvel état (codé gppar

Le motM (z) de M associé au réel € 7 est alors formé de la suite de symboles

M(x) := (M;(x), Ma(x), ..., Mg(x),...), (4.1

oU lek® symboleM;,(z) de M (x) esto(T*~1z). Ainsi le préfixe deM (x) garde I'historique des
états par lesquels on est passé.
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(i) Application de décalagé’ (i) Application de codager

FIG. 4.3 — Exemple de mécanisme de source sans mémoire associg®babilités ¢, 5, 3).

Le nombre de branches @eest égal au cardinal de I'alphabet, et les symboles de Eddphsont
utilisés pour coder les branchesfienotéesl},,,; (ou de fagon équivalente les branches inverses
h,, deT).

Nous pouvons faire le lien entre les applicati@hst o et les applicationg eto définiesen 2.1.1.
Elles sont en effet trés proches. La différence essensel@tue au niveau du domaine de défini-
tion (les mots pour les premiers et les réel€dmur le second). L'applicatiom donne le premier
symbole du codage &t correspond a une opération de décalage. Avec nos notadioms,

Sources sans mémoireloutes les sources sans mémoire entrent dans le cadre dessdyna-
miques de base. Une source est dite sans mémoire lorsqueri@isles aléatoired/; sont indé-
pendantes et suivent la méme loi. La source sans mémoirg@éssoune séquence de probabilités
P = (pm)mem (finie ou dénombrable) est la source ou tous les symbolesrsdépendants et
suivent une loi multinomiafede parameétrép,,, )..c . La partition topologique correspondante
deZ est alors définie par

Im ::]Qm7QW+1[7 ou dm = Z Dj,
j<m

et la restrictionl},,,; deT" aZ,, est affine. On peut donc choisit,,) croissante ou décroissante
en posan{(Tj,,; (qm), Tim) (gm+1)) = (0,1) ou (1,0). Un exemple de telle source est la source

sur un alphabet a trois symboles avec des probabilités sISimni(%, %, 1) (voir la figure 4.3). Un
autre exemple de source est la source associée a |'alpNatetux probabilité§sL-1},,>1.

Le cas des systemes de numération en base¢ important et est défini par

T(z) = {bx}, o(zx) = |bx],

1Les sources sans mémoire produisent des symboles selooisie [distribution binomiales ou multinomiales et il
est de pratique courante de les nommer «sources de BemdLdite these met également en jeu un modéle probabiliste
dit de Bernoulli dans lequel le cardinal d’'un ensemble est fpar opposition au modeéle de Poisson). Pour éviter toute
confusion, le terme Bernoulli sera utilisé pour désignetype de modéle aléatoire, tandis qu’'on utilisera sources san
mémoire pour les sources.
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T, 2 Ty T

(i) Application de décalagé& (i) Application de codager

FIG. 4.4 — Exemple de mécanisme de source associé au dévelapgsnsere.

ou |u] est la partie entiére deet{u} = u mod 1 = u — |u] est la partie fractionaire de Ces
transformations permettent de calculer le développemebase dex sous la forme

T = ijb‘j, avecn; = o(T(z)), (4.2)
j=1

et sont associées aux sources sans mémoire symeétriquesofirees sans mémoire ou tousges
sont égaux).

L'exemple le plus utilisé est le systéme de numération ea Bagli consiste a exprimer un nombre
en binaire. La figure 4.4 donne les applications de décdlagiede codage de la source.

Numeération en fraction continuelLe cadre général des sources dynamiques permet de décrire
des sources différentes qui, par opposition aux sourceggeaites, ont «de la mémoire». Il suffit
pour cela de considérer une applicatibravec au moins une branche non affine. En effet tant
gue la branche est affine, elle effectue un «zoom» uniformeé,deersZ. En un certain sens,
c’est la dérivédl” () qui permet de garder en mémoire 'historique. Le mécanismdé sur la
numération en fraction continue considére les applicatdmdécalage et de codage

Tor(e) = {2}, oor(e) = =],

L'alphabet est 'ensemble des entiers natufé)da partition topologique d&€ est définie par
Im :=]1/(m + 1),1/m], et la restriction de&l" & Z,,, est 'homographié’(z) := (1/x) — m
(voir la figure 4.5), En itérant cette transformation, le edéppement en fraction continue de
est obtenu. Ce systeme de numération est notamment utilialgerithmique géométrique pour
déterminer le signe d'un déterminahk 2 (voir égalemenHAKMEM ).

Les branches inverses sont toutes des homographiefinies pat,,,(z) := 1/(z + m). Bien
que la premiéere branchig ne satisfasse pas les conditigds) et (dz), ces conditions sont satis-
faites par I'ensemble des homographigso h,,. Les branches avec des points fixes perturbent le
systeme dynamique. Avec un peu d’attention, on peut matgrésouvent éviter les cas «patho-
logiques». Quand une «mauvaise» homographie surviers, @misidére conjointement avec une
«bonnex» de fagcon a éviter ces problémes liés aux points fixes.
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0 I3 Iz I 1 0 I3 Ig I 1

(i) Application de décalagé& (i) Application de codager

FiG. 4.5 — Exemple de mécanisme de source associée au dévelappaniraction continue.

Zo I Zo 1

(i) Application de décalagé&’ (i) Application de codager

FIG. 4.6 — Exemple de mécanisme de source associé au code de Gray.

Homocline ou hétérocline Notre définition d’'une source dynamique probabilisée mexiulle-

ment que toutes les branches soient toutes croissantestes thécroissantes. Nous introduisons

le termehomoclinepour désigner le cas ou toutes les branches sont du mémectgsséntes ou
décroissantes). Le ternmétéroclinedésignera le reste des configurations. Les systemes de numé-
ration binaire et en fraction continue sont homoclines. dgecde Gray (ou I'on passe d’un code

au suivant on modifiant juste un bit) correspond pour les sdédongueur 3 aux mots

000,001, 011,010, 110, 111, 101, 100.

Cette source hétérocline considére I'opérateur de déeglair figure 4.6)

. 1
T(x)=2xsize|0

. 1
,5[, T(x):Q—Qa:Slxe[i,l[.

4.2.2 Sources dynamiques symboliques markoviennes

Jusqu’a maintenant, les applications de décalage de codage utilisées a chaque étape sont
toujours les mémes. Tres souvent, la modélisation de seylos proches de la réalité conduit
a introduire une nouvelle dépendance : I'application deatigre dépend elle-méme du dernier
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symbole émis. Cela conduit & considérer des sources nonwmegkoviennes» dont les chaines
de Markov classiques sont un cas particulier.

Dans cette section, on reprend I'analogie avec un automatgysteme évolue d'un état a I'autre
('état est repéré par le symbole obtenu au moyen du codaden différence avec les sources
dynamiques de base réside dans le fait qu'a chaque changdiéti, on change également de
mécanisme de source (codage et décalage). Ici, nous abboisgdérer uniguement un alphabet
fini.

DEFINITION 4.2 (SOURCES DYNAMIQUES SYMBOLIQUES MARKOVIENNES. Soit M un al-
phabet fini de cardinat, etS = (So,S1,S52,...,S:,...,S,) un ensemble de + 1 systémes
dynamiques basiques, tous définis sur le méme alphhePour commencer le processus, on
utilise le systeme dynamiq@g. Ensuite, au cours du processus, I'émission d’'un sympeie-
traine I'utilisation du systéme dynamiq6e.

Nous décrivons de fagon plus précise le mécanisme de lassd®war tout réet deZ, on associe
un mot infini M (x) sur l'alphabetM, de méme que dans (4.1)

M(z) = (My(x),..., Mi(z),...),

tout en considérant la suite des itéréscde

qui sont définis par la condition initial®/; (z) := oo(z), TV (z) := Ty(z), et la relation de
récurrence

si My(z) = j, alorsT* Y () .= T;(T*) (), et My (z) := 0, (T™ (z)). (4.3)

Chaque déecalagé; est alors associé a une partition topologidig; ), (1 < i < r) de I'in-
tervalleZ = [0, 1], et satisfait les hypotheséd) de la définition 4.1 (la conditiofds) puisque
I'alphabet est fini est trivialement vraie). Nous désignpas(7}; ;;) la i® branche dd;. Les ap-
plicationsTj; ;; sont alors des applications réelles expansives analgibjijectives deZ; ; vers

T. Les branches inverses @g sont notéeg, ;. Par définitionj; ; est une application réelle ana-
lytique bijective deZ versZ;; qui admet une extension analytique 3yrenvoyant strictement
dansy.

Le modéle classique des chaines de Markov d’ordre 1 est lal@as ou toutes les sourcgs
sont sans mémoire. Plus précisément, si le systnast une source sans mémoire de parametres
II; := (pij)1<i<r, la matrice de transitiofl de la chaine de Markov est la matrice r

II:= (pl‘j) 1< 7’7] <,
et le vecteur initial de probabilités n’est autre que le gacll.

Relation entre sources markoviennes et systemes dynamicgugénéraux.Toute source mar-
kovienne peut étre associée a un systeme dynamique définnpseul décalage qui n’est plus
basique. Considérons+ 1 copies deZ, par exempl€, := Z =]0, 1[ etZ; :=]j, j + 1[. Partant
d’une source markovienneréétats, on en crée une autre(@ + 1) états. Soitb,,, la translation
®,,,(z) := 2 + m. Nous définissons alors, pouK i < ret0 < j <r

Tij = 0;(Z;;), T; ;= ®; 0Ty 0 957,

afin queT; ; soit une bijection d€; ; versZ;. Le systémé associé a la partitio; ; de]0, r + 1]
avec les branchéhs ; est un systeme dynamique général.
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5/8 1

‘l
S1 So Zi,0 ZI2,0 T1,1 T2, Z1,2 I22

FIG. 4.7 — Relation entre une source dynamique markoviennen{eéfiace a trois sources dyna-
miques de basgy, Sy, S») et le systéeme dynamique général correspondant.

On peut utiliser les deux interprétations d’une source maenne. Ici, nous préférons rester sur
I'intervalle [0, 1] et nous nous en tiendrons au formalisme du paragraphe erétcetlis proche de
la structure sous-jacente des chaines de Markov. C'esimé g vue qui a été choisi par Ruelle
lui-méme dans [86].

4.3 Sources dynamiques probabilisées

Dans la suite, nous nous intéresserons saxrces dynamiques probabiliséesi les mots sont
émis a l'aide du mécanisme de source précédemment décistempermettant une distribution
initiale surZ = [0, 1] déterminée par une fonction de densité. Ajouter une fonat®densité sur
[0, 1] permet d’élargir encore le modéle. Cette extension s’'indans le prolongement de travaux
Luc Devroye par exemple [21, 22].

DEFINITION 4.3 (SOURCES DYNAMIQUES PROBABILISEE}. SoitS une source dynamique (ba-
sique ou markovienne) g¢tune fonction de densité srqui admet une extension analytique sur
V. SoitF(z) = [ f(t)dt lafonction de distribution associée. La paii® F) est appelée source
dynamique probabilisée. L'ensemblé" des mots produits par la source dynamique probabilisée
(S, F) est 'ensemble des maig (Z) muni de la probabilité induite pai/ de f.

Explicitons cette notion de mesure de probabilité induéeld de f. La fonction de densit¢
permet de définir sujf, 1] une mesurer sur 'ensemble des Boréliens §l& 1]. Par exemple, la

mesure de l'intervalléu, b] estv([a, b]) = f: f(t)dt. Lamesure d’'un ensemble de mafsc MY
est

u(N) =v(M~Y(N)) = Pr{M~"(N)}. (4.9

Cette mesure est bien définie sur les ensembles de motsgqeamtdg méme préfixe. Ce sont les
boréliens dev™ définis par

N(w) = {M(z) | w est préfixe deV (z)}.
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4.4 Intervalles fondamentaux et préfixes

Nous considérons maintenant A€ itéré du décalage. Dans le cas d'une source basique, cela
correspond simplement &4 itéré deT pris dans le sens usuel. Dans le cas d’'une source marko-
vienne, c'est le décalage*) au sens de la définition (4.3). Chaque branche (ou branchesiy

du k€ itéré du décalage est appelée branche (ou branche inverpedfndeut. La profondeur

de la branche inverdeest notéeh|. Une branche (inverse ou non) de profondeest alors as-
sociée de fagon unique a un mot fini (préfixe)= (m1, ms, ..., my) de longueuk qui garde la
trace des choix effectués jusqu’a présent. Dans le casumsiaque branche et chaque branche
inverse de profondeurassociée a un préfixe = (my,ma, ..., my) est de la forme

T[w] = T[mk] (¢] T[mk—l] O---0 T[ml]v hw = hml (¢] hm2 O---0 hmk, (45)

ouTy; eth; désignent la® branche ou la® branche inverse d€. Dans le cas markovien, chaque

branche et chaque branche inverse de profontl@ssocié au préfixe = (m1, ma, ..., my) est
de la forme
Tw) = T mi—1] © Limp—aimu—2] ©** © Limajo)s Pw = P10 © P jmy © 0 Ry e -
(4.6)

Pour un alphabet fini de cardinalil y a »* branches de profondekrLes branches cycliques, i.e.,
les branches pour lesquelles les préfixes associés commetdmissent par le méme symbole,
jouentunrdle important dans le cas des sources markose®medésigne I'ensemble des préfixes
qui commencent et terminent par le symbofrC[i]. On note égalemeitt = U;c A Ci].

Nous présentons maintenant les objets principaux de tetset

DEFINITION 4.4 (INTERVALLES FONDAMENTAUX). L'intervalle fondamentalssocié au préfixe
w est I'imageZ,, := h.(Z) de lintervalleZ = [0,1] par la branche inversé,,. De facon
équivalente, I'intervalle fondamentdl,, est 'ensemble des réele (N (w)), ol N (w) est
I'ensemble des mots det"' partageant le préfixev défini en (4.4). La profondeur de lintervalle
fondamental est la longueliw| du préfixe|w|. Les intervalles fondamentaux de profondéur
sont donc exactement les intervalles de la partition togigjoe initiale.

Dans ce contexte, la mesutg, de l'intervalle fondamenta,,
Uy := (N) = |F(ha(0)) — F(ha(1))]. (4.7)

Cette quantité joue un role particulierementimportanisquielle est égale a la probabilité que la
source produise un mot def™ qui commence par le préfixe. Cette mesure,, est ainsi appelée
mesure fondamentatelative aw.

Afin de mieux visualiser géométriquement les intervallasdimentaux, on dessine plutbt les
cercles fondamentaux dont les diamétres coincident agemiervalles fondamentaux. La fi-
gure 4.8 montre la représentation des intervalles fonde&amgmour le cas de la source sans
mémoire du développement binaire, et de la source en fractiotinue.
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FIG. 4.8 — Les cercles fondamentaux sont représentés pourdesesaorrespondant au dévelop-
pement binaire (& gauche) et au développement en fractitince (& droite).

4.5 Série de Dirichlet d’'intervalles fondamentaux, entroje et
probabilité de coincidence

Pour une source dynamique probabili$eF’), I'entropieh(S, F) est définie comme la limite,
si elle existe, d’une quantité faisant intervenir les mestiondamentales,,,

—1
h(S,F):= lim — Z Uy 10 Uny - (4.8)

La probabilité que deux mots émis indépendamment par la nsdonee aient le méme préfixe

de longueur est égale {:Jw‘:k u2,. Généralement, au moins pour les sources classiques, cette
guantité admet une décroissance exponentielle ayvee qui nous améne a définirpaobabilité

de coincidence(S, F') comme le taux de décroissance exponentielle correspondant

¢(S, F) := lim ( Z ul )k, (4.9

k—o0
|lw|=k

pourvu gqu’il existe. Les deux notions d’entropie et de pialiig de coincidence peuvent s’expri-
mer a l'aide de Isérie des intervalles fondamentaux de profondeur

Ap(Fys)i= > ug, = Y [F(ha(0)) = F(hw(1))]°. (4.10)
|lw|=k |lw|=k
Ona
h(S, F) = lim %% Ae(F5)l oy €S F) = lim [AR(F,2)] /", (4.12)

La suite montrera que les quantitég(F, s) définies dans (4.10) se «comportent» asymptoti-
guement comme des puissané&sd’'une certaine fonction\(s) analytique preés de I'axe réel
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(Proposition 7.14)
Ar(F, s) = A(s)*. (4.12)

L'entropie et la probabilité de coincidence dépendensaeulement du mécanisme de la source
S et non de la distributiod’. Elles s’expriment & I'aide de la fonctiox(s) et les relations (4.11)
et (4.12) permettent de montrer que

h(S) = —-N(1),  ¢(S) = A2).

Ces deux grandeurs caractéristiques de la source jouebtammés important dans la suite.
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Nous commencons par adapter la définition de trie dans lex@ndes sources dynamiques. Puis
nous proposons une étude en moyenne des parametres d'stairitard qui met en avant le lien
trés fort entre la structure de trie et les intervalles fonedataux. Si I'on considére ensuite les
différentes fagons d’implanter le trie, on est amené & ¢htiie la notion de trie hybride. Du point
de vue de la complexité, plusieurs parametres sont inmessans cette structure qui peuvent
étre interprétés directement d’un point de vue algorithrmidenfin, la structure de ternary search
trie, qui résulte de I'hybridation d'un trie avec deBR, est présentée plus en détail.

5.1 Structure de trie et sources dynamiques

5.1.1 Définition de la structure de trie

La structure de trie introduite au chapitre 2 est ici adapda définition 2.2 dans le cadre de
'analyse.

Soit X une suite de: réels d€[0, 1], X = (z1,...,z,) € Z™. On considére la suite de chaines
M (X)) produites par la source dynamigbie

M(X):= (M(z1), M(x2),..., M(x,)).

64
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b c c c c
b d a a d
b a a d a
d d b c a
a d c b
d d d

o(X) = (cbeeeeec)
/ e

0T (X) = (cdcaad)

/

JT[ca] ) UT[CC] (X - ( (X) = ((ICL)

/w A

FIG. 5.1 — Une source dynamiqeémet indépendamment des chaines infinies qui sont repré-
sentées verticalement (en haut). Par contre, en chaqueinteue du trie, seules les «tranches»,
verticales, doivent étre considérées.

Nous considérons également la suiteX') formée par les premiers symbole&r;) de chaque
chaineM (z;). Cette suite de lettres forme un mot que nous appelleroasetig», et elle s’écrit

o(X) :=(o(x1),0(x2),...,0(x)).

Ainsi, les symboles des chaines produites par la sourcecemsidérés de deux points de vue
différents : ces symboles forment les mots produits par lacgo(et sont représentés comme
des mots verticaux sur la figure 5.1), mais aussi des mots(fjnissont représentés comme des
tranches horizontales sur la figure 5.1).

La définition 2.2 se transpose directement en adaptantfestiés des opérateurs de décaldge
et de codage afin de considérer plut6t les opérateiliret o définis pour les sources dynamiques
dans le chapitre 4. Afin de construire la structure, nousopartle la racine. Tout d’abord, on
groupe toutes les chaines qui commencent par le méme symbdéns une branche étiquetée
m, Si bien que le sous-arbre correspondant a cette branchmupeEgtous les mots commencant

1Si 'on voit les chaines produites comme des rubans sur édsge trouvent des lettres, effectivement on rassemble
les symboles obtenus en «tranchant» tous les rubans aw mieda premiere lettre
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parm privés de leur premiére letreDans notre modele, supprimer la premiére lettre d’'un mot
M (x) est équivalent & considérer le mot relatif au déda¢). Dans ce cas, les suffixes de ces
chaines sont associés a la suite des décalés de

Ti)(X) = (Timy (@1), Timy (22) 5 -+ + s Ty (T0)),

oU T}, (x) est défini seulement si le premier symbele) estm (et vaut alors'()). Ce proces-
sus de partitionnement continue jusqu’a ce que tous les anerts été séparés les uns des autres.

Dans le cadre de I'analyse, nous sommes intéressés packsprs de construction du trie. C'est
pourquoi dans cette parti&; n’est plus un ensemble (comme dans le chapitre 2) mais utee sui
de réels ou I'ordre importées mots\/ (z:) sont insérés dans I'ordre dans le tri&fin de repérer
localement en chaque nceud interne I'ordre dans lequel tebags sont «arrivés». On associe a
chaque nceud interne étiquetda trancher (77, X ) (voir figure 5.1).

En résumé, on obtient la définition équivalente a la définifi mais dans un nouveau cadre

DEFINITION 5.1 (TRIE DANS LE CADRE DES SOURCES DYNAMIQUER Soit X une suite de
réels def0, 1]. On construit le trie associé &, notétrie(X) grace aux régles récursives sui-
vantes :

— si|X| =0, alorstrie(X) = @ estvide.

— si|X|=1(.e.X = (z)), alorstrie(X) est unnceud externétiqueté parc.

— si|X| > 2, le trie trie(X) est

trie(X) = <a(X), {trie(T}y (X))}m€M> . (5.1)

ou la tranches (X) est associée au nceud interne crédgf (X ) regroupe les décalés d&
donc le premier symbole obtenu paestm.

On associe a chaque nceud interne étiquetéyp@orrespondant a un chemin d'étiquedi, un
intervalle fondamentdf,,. Inversement, pour tout meé de M*, le nceud interne d’'étiquetie
existe si et seulement si I'intervalle fondamerifgl contient au moins deux points dé. Il est
ainsi possible d'aborder la structure de trie du point dedegintervalles fondamentaux.

5.1.2 Approche avec les intervalles fondamentaux

Formalisons un peu le lien unissant la structure de trie atervalles fondamentaux. A cette
fin, nous effectuons dans cette partie I'analyse en moyeeagdramétres des tries classiques
déja abordés au chapitre 2 (longueur de cheminement, naebresuds internes et hauteur). La
notion d’intervalle fondamental apparait naturellementaurs de I'analyse et permet d’exprimer
les espérances des parametres du trie.

On se place dans le cadre de la définition 5.1 avec un enséinbl€ X, ..., X,,} den variables
aléatoires de méme loi tirées dans l'intervéllel ] avec une fonction de densife

On calcule la probabilité quk points parmin tombent dans un intervalle fondamenia). La
probabilité de tirer un réel dafs, est exactement la mesure fondamentgje Par conséquent la
probabilité de 'événemenk N Z,,| = k est

Pr{|X NTy| = k} = <Z> uk (1= ue) k.

20n remarque que les réels associés aux mots dont le premibofy estn appartiennent au méme intervalle fonda-
mentalZ,,.
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Nombre de nceuds internes

Ainsi le fait qu'un noeud du trierie(X') associé a un préfixe soit interne est équivalent a I'éveé-
nementX NZ,| > 2, dontla probabilité est

Pr{lX T =2} = Z (Z) Ul (1= )" ™F = 1 = (1 = Uay)™ — MUy (1 — )" L.
k=2

Le nombre de nceud internes pour un trie construibsdels{x, . .., x,, } s'écrit encore sous la
forme d’'une somme
> bwl@r,. . mn),

weM*
ou la fonctiond,, (z1, . . ., ¢, ) est une fonction indicatrice qui vaut 1 si le nceud assoeiédans
le trie construit sufx, ..., z,} estinterne et 0 sinon. La valeur moyenne du nombre de nceuds

internes s’exprime alors grace a la somme

> Pr{|XnZ, >2},
weM*

en considérant la variable aléatoe= { X, ..., X,,}. Finalement, on obtient donc I'expression
T,, de I'espérance du nombre de nceuds interne en fonction @egahés fondamentaux

To= Y (1= (1= tw)" = ne(l = )" ).

weM*

Longueur de cheminement

La longueur de cheminement (externe) est la somme des largydes chemins pour aller de la

racine a chacun des nceuds externes. On considére tooe#s(X1, ..., X,,) un vecteur de
n variables de méme loi avec une dengitéur [0, 1]. Soit D, ,, la variable aléatoire donnant la
profondeur du nceud externe associé au M¢fX;) dans le trietrie( X1, ..., X, ). Lévénement

{D;n > ¢} admet pour probabilité la probabilité conditionnelle qirgérvalle fondamental,,
de profondeuf (Jw| = ¢) contienne au moins un dés§; (j # ) sachant queX; se trouve dans
T Les variablesX; sont indépendantes; on évalue facilement cette probabilit

> ("k 1>Uii,(1 )"k

k=1

La probabilité de I'événemertD; ,, > ¢} est donc

n—1
Pr{Din >0} = Y tw Y (”k 1) uF (1 — uy)" 17,

weM? k=1

Donc la valeur moyenne de la profondeur moyenne d’un noe@drexest

B[Dip] =Y (Pr{D;p=0}=> Pr{Din >} =Y uwl—(1-nu)""].
=0 =0 weEM*
L'espérance de la longueur de cheminement est

n

Ln=Y EDin]=n Y uw[l—(1-nue)"""].

=1 weM*
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Hauteur

On commence par évaluer, toujours avec le méme modéle imt&ddoprobabilitér, de I'événe-
ment «le trie est de hauteur inférieure ou égale.d_a probabilité de cet événement est celle que
tous les intervalles fondamentaux de profondetgntiennent au plus un point. C’est I'événement

H {|Zw N X| < 1}. (5.2)

weM?t

Nous allons considérer un modéle probabiliste qui pernutteonsidérer que deux événements
se rapportant a des intervalles disjoints sont indépesdémimodele de Poisson. Dans ce modeéle,
le nombren de points tirés aléatoirement n’est plus fixé, mais suit ohdé Poisson. Le nombre
N de points est donc une variable aléatoire qui suit une loialssBn d’un certain paramétte
c.-a-d.

& k
,ZZ z
PI‘{N = k} =€ E
k=0

La moyenne et la variance vérifient ald§N] = Var[N] = z. En choisissant un paramétre
z = n, du fait de la forte concentration d€ autour dez, les deux modeles relatifs a un nombre
de points fixéx et un nombre de points suivant une loi de Poisson de parameétre sont assez
«proches». Le chapitre 6 donnera une description pluslidétale ces deux modéles appelés
modéles de Bernoulli et de Poisson. Ici, le but est simplémemettre en évidence le lien entre
le calcul des valeurs moyennes des paramétres de trie ettégsalles fondamentaux. Dans le
modeéle de Poisson, on a une forte propriété d’'indépendamtce événements associés a des
intervalles disjoints.

LEMME 5.2 (INDEPENDANCE DU MODELE DEPOISSON). Soit une famille finie d’intervalles
disjoints {7; }1<i<, inclus dans[0,1] (M<i<,Ji = @ et Ui<;<,J; C [0,1]) et une suite
X = (Xy,...,Xy) de variables aléatoires de méme loi de fonction de derfsigzecN une
variable de loi de Poisson de paramétreAlors I'événement<;<,-{|X N J; = n;|} a pour
probabilité

II Pr{lx nZil=ni}.

1<i<r

Preuve. En effet, soitu; la probabilité de tirer uk; dans7;, i.e.u; = / f(x)dx. La proba-
z€J;

bilité de I'événementX N J;| = k vaut

0 k

Pr{{XNJ =k} = 3 Pr{N =n} (Z)uf(l gk = e_zui%.

=k

Posons =ni+no+---+n.etu=1-— 2;1 u; (la probabilité de tirer un point en dehors de
l'union des.7;). Alors, on peut écrire dans le modeéle de Poisson de parameétr

Nt k!

PI‘{01SZ§T|XQ‘Z:H,L|}: Z Pr[N:k]n '---n '(k_s)'u?l...ufrﬂkfs
k=ni+...4n, L " ’
- —zn; u?l :
=He 7n—l'=HPr{|Xﬂul|:nz}
=1 i=1
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En vertu de ce lemme, on calcule la probabilité de I'événerttel) ou encord H < ¢} (ou H
est la variable aléatoire associée a la hauteur du trie ronsar X)

Pr{H <0} = [[ Pr{lXnZu|<1}= J[ (1—e7).

weMt Uqy EME

Par conséquent, I'espérantle de la hauteur est dans le modéle de Poisson de paramétre

H.=> Pr{H<(}1-Pr{H<})=> (1— [] (1—e ).

£=0 £=0 Uy EME

On voit ici que le modéle de Poisson est souvent plus simplardien Dans un premier temps,
on réalise souvent I'analyse dans le modéle de Poissont deaevenir au modéle plus naturel
de Bernoulli (a taille fixée) grace une étape de dépoisstmisadCes méthodes seront présentées
aux chapitres 6 et 8.

La structure de trie définie au début de ce chapitre est ddimament liée aux intervalles fon-
damentaux. Nous envisageons maintenant des structuresiéylgui tentent de se rapprocher
d’une structure donnée «réelle» et dont nous effectuetanalyse en moyenne du paramétre de
longueur de cheminement.

5.2 Tries hybrides

Si I'on considére la structure abstraite représentantiandhaque nceud interne posséde un lien

vers ses fils. Avec un alphabet totalement ordonné, il ekisie maniéres naturelles d'implanter

un nceud et sa descendance a I'aide des structures de dotasSgues que sont les tableaux,
les listes ordonnées et les arbres binaires de rechercls&uicaure obtenue constitue un trie «hy-
bride» alliant la structure globale du trie avec celle dasistructures de données (qui permettent
de passer d’un nceud & I'un de ses fils).

(a) Limplantation la plus simple utilise des tableaux dontddl¢ est le cardinal de I'alphabet.
On accede aux fils d'un nceud directement grace a un tableaoinkeyrs. Cette solution n'a
donc pas de sens si I'alphabet est infini et reste peu efficag®iht de vue de I'occupation
mémoire si I'alphabet est assez grand (puisque beaucoupiteprs nuls sont alloués). Cette
solution est tout a fait adaptée au cas d’'un alphabet deepiatite (typiquement pour stocker
des mots binaires).

(b) La structure de «trie-liste» remédie au surcolt en term@sade mémoire du trie-tableau en
créant des liens entre sous-arbres fréres, mais en rempédgai I'accés direct par un parcours
de liste chainée (ordonnée). Cela revient a représenter Enttant qu’arbre général sous forme
d’'un arbre binaire & I'aide de la transformation «fils gaufrbee droit».

(c) La structure de «tries8R» utilise des arbres binaires de recherchBR) pour représenter
la descendance d'un nceud. L'objectif est d'allier les aages du trie-tableau pour I'efficacité
en temps et les avantages des tries-liste pour le gain de plamoire. Comme il en est fait
mention dans l'introduction, le trie hybride ainsi obtersti gtrictement équivalent atsT (ter-
nary search tri¢ proposée récemment dans [8] par Bentley et Sedgewick)ff&nle trie-ABR
peut étre envisagé comme un arbre ternaire dans lequellarde des symboles est faite de
facon standard dans un arbre binaire de recherche (legieits sur la figure 5.2(iii)) sur I'al-
phabetM, tandis que la descente dans la structure de trie est effeétliaide d’un pointeur
d’'échappement (liens courbes sur la figure 5.2(iii)) deslggglité des symboles est détectée.
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(i) trie-tableau (ii) trie-liste (iii) trie-ABR
Fic. 5.2 — Trois représentations dun trie formé sur la suite deotsm
(cccabe, bbbd, cdadad, ccaca, caabd, cadced, cdaabd) sur l'alphabet A = {a,b,c,d}

(les pointeurs nuls sont représentés comme reliés a l3.terre

5.2.1 Paramétres

Les paramétres des tries hybrides sont évidemment reli§ssaamétres de trie classique (voir la
partie 2.1.4).

Longueur de cheminement

Dans un trie hybride, la longueur de cheminement et la sonatkedx quantités. La premiére est
relative a la structure de trie sous-jacente. La deuxiemke e®(t additionnel occasionné par la
traversée de structures de données aux nceuds internesaRuer la longueur de cheminement
globale, on ajoute la longueur de cheminement du trie abstrda longueur de cheminement
additionnelle. C’est ce surco(t qui est analysé pour les trybrides. On évalue dans le cadre de
I'analyse en moyenne I'impact de I'hybridation de la strwetde trie.

Hauteur

La hauteur d’'un trie hybride constitue également un pararibtéressant, mais non décompo-
sable comme pour la longueur de cheminement. L'étude en mneyée la hauteur d'un trie hy-
bride reste encore un probléme ouvert a ce jour. C'est ladengde la branche la plus longue en
ne différentiant pas les liens de type trie et les liens a@ppant aux structures aux nceuds.

Sur lafigure 5.2, trois implantations du méme trie «abstigont représentés. Pour le trie standard,
gue ce soit le trie abstrait ou la version trie-tableau, litletde nombre de noeud interne) et la
longueur de cheminement (la somme des longueurs des chpminsller de la racine a chacun
des nceuds externes) sont respectivement 6 et 21. Pour sé@ngehybrides, les pointeurs relatifs
aux structures de données «intermédiaires» aux nceudsuigemt un surcodt (en nombre de liens
empruntés) pour la longueur de cheminement de 15 pour {digeet 8 pour le trieaBR.

Remarquela taille (nombre de nceuds internes) n'est pas un paranagite & définir pour les
tries hybrides. Pour le trigBRr et le trie-liste, on peut définir la taille comme le nombre del«
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lules» (les structures utilisées pour représentées les Ichainées ou les arbres binaires de re-
cherche). La taille du trie hybride (liste @®R) construit sur un ensembl€ est

size(trie(X)) — 1 + | X/,

ou size(trie(X)) désigne le nombre de noeuds internes du trie standadl |eést le nombre
d’éléments deX.

5.2.2 Position du probléme : parameétres additifs

Un trie classique construit sur une suite de mots correspdralune suiteX' d’éléments d&™
dépend en fait uniguement de I'ensemble sous-jacefit(a.-a-d. que I'ordre n'a pas d'impor-
tance). Cependant, les autres structures de tries @tedi trie-abr) dépendent de I'ordre relatif
des éléments de la suifé.

Si'on se place en un nceud du trie associé au préfix@ans toutes les implantations, la structure
utilisée pour accéder aux nceuds fils est toujours complétiesééerminée par la «tranche» (qu'il
faut visualiser comme une suite de lettres, donc comme urfinipt

O‘T[w] (X) = (O’T[w] (ml), O‘T[w] (I’g), ey O’T[w] (mn))

Du point de vue des intervalles fondamentaux, on cons@ustducture en un nceud associé au
préfixew en examinant les symbole$z;) correspondant aux poinis qui tombent dang,,, en
conservant leur ordre d'arrivéér; arrive avante; sii < j).

Remarque —L'application7},,; opere comme une projection; en effet, appliquée a un ensembl
X, on obtient la suite des décalés #eobtenue en considérant seulement les pointX dgui

ont pour préfixew. Ainsi, dans le cas du développement en base 2, pour un elesdmpoints

X = {x;} dans|0, 1], 'ensembleT},,;(X) ne contient que les décalés des pointsont le

développement commence [Hr(c.-a-d. les décalés de I'ensembien [, 1).

Soity un parameétre «additif» du trieie( X ) défini récursivement par la relation qui fait intervenir
une fonction de colf

yltrie(X)] = 6(a (X)) + D ~ltrie(Tjm(X))].
meM

Le paramétre), appelé «péage», est un paramétre sur des mots finis. Onanggequei(s)
soit nul si|s| < 2. Ainsi le paramétre est nul dés lors que le naeud interne steepias (pour la
définition du trie).

La relation de récurrence peut alors étre déroulée, et oartbt

trie(X)] = Y 0T (X)), (5.3)
weM*

(toujours pourvu qué(s) ait une valeur nulle pour les tranches qui contiennent 0 ouribsle).

Nous décrivons maintenant le modéle probabiliste industergue noeud d’étiquette du trie par
un modele de PoissoR,. Le nombre de chaines insérées dans le trie est lui-mémeaniadie

aléatoire de Poisson. Puisque la probabilité qu'un motiinbmmence par un préfixe est égale
a la mesure fondamentalg, définie dans (4.7), la probabilité que le prochain symboles &wit

m vaut

Puom = —2m (5.4)
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Ici, la notationw-m désigne le mot obtenu par concaténatiomdet du symbolen. Puisque tous
les éléments d& sont tirés indépendamment, en un nceud interne d’étiqusttes symboles
de la trancherT},,) X apparaissent indépendamment avec des probabfitgs, } e Il est
important de noter que ces tranches sont des mots finis psqehri une source sans mémoire de
parametre p., m rmem quelle que soit la source initiale.

De plus, si le cardinal d& est une variable de Poisson de paramétra taille de la tranche
0T} (X) est également une variable de Poisson de paramefsell s’ensuit de (5.3) que I'es-
pérance du paramétseest une somme d’espérances du paranigtre

E[y;P2,S Fl= Y El6; Pauys {Pwm}; (5.5)
weM*

ouw décrit M* 'ensemble des mots (finis), &1 désigne le modeéle de Poisson de paramgtre

Si le modéle de Poisson apparait deux fois dans la formuBg, (bn’a pas la méme signification
des deux cotés de I'égalité. Le modele de Poisson du membgauwdshe est relatif au nombre
de mots infinis émis par une source dynamique probabiligé¢aille est donc le cardinal de
I'ensemble des mots). Le modéle de Poisson du membre de dwditrelatif a la taille de mots
finis (c.-a-d. la longueur), et les mots sont émis par unecgosans mémoire.

C’est le deuxieme modele qui fera I'objet du prochain chrapivant de mener a bien 'analyse,
nous revenons a un point de vue algorithmique et présentosep détail la structure hybride de
Ternary Search Trie.

5.3 Ternary search trie

Dans cette section, nous présentons plus en détail la wexsi® des tries hybrides, également
appelée ternary search trie par Jon Bentley et Robert Seclgdwe code C présenté est quasiment
le méme que celui proposé par les deux aufe@stte structure semble profiter du meilleur de
deux mondes : I'efficacité en temps des tries et I'efficaqitéspace desBR.

5.3.1 Structure de données et opérations de base
La structure d’'un nceud

Il y a deux fagons de regarder un ternary search trie : soitnoemn trie hybride (c’est le choix
qui a été fait pour I'analyse) dont on différencie les lieakba qu'ils appartiennent a la structure
globale de trie ou aux structuresr aux nceuds; soit comme un arbre ternaire dont les nceuds
sont des extensions de nceuds diar. Examinons le principe de la recherche dansan, la
racine contient une cl¢ et les sous-arbres gauche et droit sont eux-mémesgRcontenant
respectivement les éléments (strictement) inférieursed (strictement) supérieursaa(voir la
figure 5.3(i)). A la racine d’urrsT, le symbolex guide la recherche de la fagon suivante : on
compare le premier symbole de la chaine recherchéedi méme que dansaBRr, en cas d'in-
égalité on poursuit la recherche dans le sous-arbre gawcth®it ; par contre en cas d’égalité, on
passe dans le sous-arbre du milieu (voir la figure 5.3(ip)ldBgage C, on a donc la structure du
code 5.1. On stocke le symbatedans la variablsplitchar et les trois pointeurs représentent
les trois enfants du nceud. La racine est décldigie *root . La structure dersT originelle

de Bentley et Sedgewick code I'ensemble des chaines (y e@pyisqu’on a choisi la représen-
tation en C un caractére nu)*de terminaison de chaque chaine). Dans un souci d'efficatit

3J'ai essayé d'éviter d'utiliser les structures C trop sfigoes comméa?b :c);  ou I'emploi systématique de la
valeur 0 pour faux. Le but est de donner une description hyoique des différentes fonctionnalités offertes parde
en présentant un code C qui fonctionne et reste proche deasi@rov algorithmique (voir [8]).
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(i) Principe binaire de recherche (ii) Principe ternaire de recherche

FiG. 5.3 — Les deux principes de recherche utilisés dans legsabinaires de recherche et les
ternary search tries.

typedef struct tnode *Tptr;
typedef struct tnode {
char splitchar;
Tptr lokid, eqgkid, hikid;
} Tnode;

Code 5.1: Structure en langage C pour représenter un nceud.

d’uniformité au niveau de la représentation, c’est doncaénuin arbre digital plutét gu’un trie
gu’on utilise.

Principe de la recherche, insertion, suppression

Nous commencons par le principe de recherche qui repremihiege (i) de la figure 5.3 récur-
sivement. Le code C de la fonction récursive de rechersbarch est présenté en 5.2. Cette
fonction renvoie 1 ou 0 selon que le mot est présent ou nonl@abee.

L'insertion utilise le méme type de parcours dans I'arbreelfbis encore nous remarquons que
le TST développe pour un mot la branche compléte correspondade (&3).

La suppression supprime les nceuds de la branche «filairée doemin qui méne de la racine au
nceud externe (code 5.4). Lorsqu’on doit supprimer un nceywleard garde de réorganisexr
représentant les enfants du nceud. Cela se fait classiqtignder a la fonction du code 5.5.

Le code présenté ici sert essentiellement a présenterdetiste de donnée et montrer que le
code est trés court (méme s'il peut étre subtil). L'artickeRentley et Sedgewick [8] (voir éga-
lement [90]) présente bon nombre d’optimisations possililes versions itératives peuvent étre

int rsearch(Tptr p, char *s) {
if (p == NULL) return 0;
if (*s< p->splitchar)
return rsearch(p->lokid, s);
else if (*s > p->splitchar)
return rsearch(p->hikid, s);
else {
if (*s == "\0") return 1,
return rsearch(p->egkid, ++s);

Code 5.2: Recherche dans tusi.
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Tptr rinsert(Tptr p, char *s) {
if (p == NULL) {
p = (Tptr) malloc(sizeof(Tnode));
p->splitchar = *s;
p->lokid = p->eqgkid = p->hikid = NULL;

if (*s < p->splitchar)
p->lokid = rinsert(p->lokid, s);

else if (*s == p->splitchar) {
if (*s 1= 0)
p->eqgkid = rinsert(p->eqkid, ++s);
} else
p->hikid = rinsert(p->hikid, s);
return p;

Code 5.3: Insertion dans ursT.

Tptr rdelete(Tptr p, char *s) {
Tptr g=p;
if (p == NULL) return NULL;
if (*s < p->splitchar)
p->lokid = rdelete(p->lokid, s);
else if (*s > p->splitchar)
p->hikid = rdelete(p->hikid, s);

else {
if (*s == "\0") {
if (p->splitchar = "\0’)
return p; /* string not present */
} else

p->eqgkid = rdelete(p->eqgkid, ++s);
if (p->eqgkid == NULL) return deleteRoot(p);

}
if (p->eqgkid == NULL) return deleteRoot(p);

Code 5.4: Suppression dans Tsir.

Tptr deleteRoot(Tptr p) {

Tptr q,r;

q=p;

if (p->lokid == NULL)
r = p->hikid;

else if (p->lokid) {
r = p->lokid;
r->hikid=p->hikid;
q=0p
while (g->hikid) g=g->hikid;
g->hikid = p->hikid;

free(p);
return r;

Code 5.5: Suppression d’un nceudT®r menant a une branche filaire.



5.3. Ternary search trie 75

sensiblement plus efficaces, mais surtout on passe beadedemps a allouer de chaque nceud en
mémoire. On peut améliorer sensiblement I'efficacité dueggrdice a une gestion de la mémoire
plus complexe (allocation par blocs).

La fonction de suppression d’'un mot dansTsT n’est pas trés efficace. Mais de fait,18T est
adapté a un ensemble de mots ou les insertions sont pluefritpgue les suppressions.

Pour unTsT, l'ordre d’insertion des mots n’est pas anodin. Si I'ordimskrtion dans un trie
abstrait est indifférent (le trie sera toujours le mémeh'dn est pas de méme pour les arbres
binaires de recherche : I'ordre d’insertion est alors @ud®ans umBR, insérer les clés dans le
bon ordre (c.-a-d. la clé médiane d’abord) permet d’obtemiarbre équilibré ; par contre, insérer
les clés en ordre trié donne un arbre filaire «dégénéré» qursportera comme une liste.

LesTsT, résultat de I'hybridation de ces structures, se situetreares deux extrémes. On peut
construire un arbre «relativement» équilibré en équitiblasAsr aux nceuds du trie. Une autre
technique, plus simple, consiste a partir d'un ensembleats trié au préalable, d’'insérer le mot
médian et & poursuivre récursivement sur les deux sousniise de mots. Cela permet d’équi-
librer efficacement lesBR qui se trouvent aux profondeurs les moins élevées. Nousngau
chapitre 9 que c’est bien a ces faibles profondeurs qu'ivigar d’éviter les trop grands déséqui-
libres dans leaBR.

D’autres techniques permettent d’équilibrer les arbresibés de recherche de maniére dyna-
mique (voir en particulier [93] et lesplay treey Enfin, dans le cas d’'un dictionnaire statique,

les arbres binaires de recherche peuvent étre organiségsaie dptimale par rapport a des codts
d’acces prévus aux nceuds. On affecte a chaque nceud un pmidspondant par exemple a des
statistiques d’acces aux nceuds), et on réorganise toubles ae recherche de fagon a avoir pour
le TsTune longueur de cheminement pondérée minimale (on redaenuaicet aspect au chapitre 9

dans le cadre du correcteur orthographigpelle ).

5.3.2 Comparaison avec d’autres structures

Un ensemble de chaines de caractéres est typiquementaefgrgsace a une table de hachage.
On a déja vu au chapitre 2, que les tries intervenaient dahadkage dynamique. Ici lesT
apparaissent comme des concurrents directs (et sériesixaloles de hachage.

Nous reprenons les expérimentations de [8] qui pour reptése chaines utilisent pour la table
de hachage un tableau de taillebsize = n de listes chainées. La fonction de hachage, tirée du
livre de Kernighan et Ritchi&he C programming languagest raisonnablement efficace tout en
assurant une bonne dispersion des clés (voir le code 5.6).

Afin de comparer les deux techniques (tables de hachagergtie maniére plus juste, on rem-
place I'appel & la fonction de comparaison de cha®tesmp de la librairie C par avec un
code équivalent. Les fonctions de recherche des tablesafiafe et dosT sont alors de méme
style. Nous reprenons les temps expérimentaux obtenusgrdiel et Sedgewick correspondant
aux temps de construction des deux types de structure pooréame dictionnaire (ou pour le
TST, on insére d'abord la chaine médiane a partir d'un tableachdéne trié et ainsi de suite
récursivement). Dans un deuxiéme temps, chacun des motgtibndaire est recherché dans
les deux structures. On obtient les temps (en secondes)taleléasuivante (pour un dictionnaire
/usr/dict/words standard) :

Machine Construction  Recherche (positive)
hachage 71sT hachage  TsT

UltraSPARC-2 0,53 0,49 0,58 0,52

MIPS R4000 0,83 0,71 0,55 0,64

Pentium Pro 0,93 0,71 0,55 0,64
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typedef struct hnode *Hptr;
typedef struct hnode {

char *str;
Hptr next;
} Hnode;

Hptr tab[tabsize];

int hashfunc (char *s) {
unsigned n=0;
for ( ; *s; s++)
n=231%*n+*s;
return n % tabsize;

}

int hsearch(char *s) {
for (p = tab[hashfunc(s)]; p; p = p->next)
if (strcmp(s, p->str) == 0) /* comparai-
son de la chaine */
return 1;
return O;

Code 5.6: Fonction de hachage utilisée et fonction de rebleatans une table de hachage.

Avec un dictionnaire frangais encodé ISO-latinl qui a étéstitué dans le cadre du correcteur
orthographiquepelle (cf. chapitre 9), on obtient sur d’autres machthles temps suivant

Machine Construction  Recherche (positive)
hachage T1sT hachage  TsT

UltraSPARC-2 0,34 0,62 0,42 0,39

Pentium Il 266MHz 0,32 0,57 0,50 0,50

Les temps sont tout a fait comparables pour les deux stegtuestsT sont généralement plus
rapides pour décider qu'un mot n’est pas dans le dictioeraécherche négative). En effet, les
TST peuvent différencier rapidement deux chaines des les preiwaractéres tandis que les tables
de hachage nécessitent le calcul de deux clés de hachageceladecture compléte des deux
chaines. Pour un ensemble de chaines assez longues eésendifint des les premiers caractéeres,
le gain de temps est conséquent.

Le TST est une structure plus colteuse en place mémoire qu'ureedetiiachage. On économi-
serait de la place mémoire en ne développant pas les brajudgesau bout (i.e. en passant de
I'arbre digital au trie). Cela nécessite d’ajouter desiinfations aux nceuds et rend le code un peu
moins performant. Dans le cas de dictionnaires statiquepgeat aussi compresser |'arbre (cette
technique est utilisée daepelle , chapitre 9).

5.3.3 autres fonctionnalités

De maniére générale, la structure&r peut étre utilisée dans toutes les applications ou appa-
raissent les tries (cf. chapitre 2).

4Avec l'option -O3 sur le compilateugcec .
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void rtraverse(Tptr p, char *s, int i) {
if (o0 == NULL) return;
rtraverse(p->lokid,s,i);
s[i]=p->splitchar;
if (p->splitchar!="0")
rtraverse(p->eqkid, s, i+1);
else
printf("%s\n", s);
rtraverse(p->hikid, s, i);

}

void rtraversemain(Tptr p) {
static char word[256];
rtraverse(p,word,0);

}

Code 5.7: Accés séquentiel agT.

Acces séquentiel et statistiques

Certaines applications nécessitent de parcourir séalientient un ensemble de mots. Les tables
de hachage ne sont pas du tout adaptées a ce type d'utilisB@o contre, l1esST se prétent
naturellement a un parcours séquentiel de I'ensemble désdaas I'ordre lexicographique. Par
exemple pour afficher tous les mots contenus darmssanon peut appeler la fonction récursive
du code 5.7. On maintient au fur et a mesure du parcours ded'de préfixe correspondant au
nceud courant. La variablemémorise la longueur du préfixe courant.

En rajoutant un champ de comptage en chaque nceud, on pewddaistatistiques. Le fait d’avoir
des arbres binaires de recherche autorise les recherchiedeguaalles. Le prédécesseur ou suc-
cesseur immédiat d’'une chaine est accessible de maniésaceffice qui n’est pas le cas des
tables de hachage). Les fonctionnalités du trie sont dosyodibles pour lessT pour un co(t
logarithmique alors que les tables de hachage demandentfiriaire.

Recherche partielle (recherche de type «mots croisés»)

Le probleme de recherche partielle est facile a appréhguaierqui a déja fait des mots croisés.
On recherche simplement une chaine pouvant contenir dguas tyfe symboles : les lettres de
I'alphabet bien sdr, et le symbole™signifiant «n'importe quel symbole».

La fonction de recherche partielle du code 5.8 affiche letngsdrouvées. Les variablesp eti
sont des variables contenant respectivement la chaindatgzeur pour le noeud courant.

Recherche de voisinage

La structure dasT se préte également a la recherche de voisinage : on rechetshies mots du
dictionnaire qui sont a une certaine distance de Hamming afiat.

La fonctionnearsearch réalise cette recherche dans un arbre ternaire de rech&l&hprend

en argument un arbre, une chaine (la requéte) et une distamiceode 5.9). La recherche est
relativement efficace mais les performances se dégradsmjudela distance devient trop grande
(puisque la portion de I'arbre visitée augmente rapideraeet la distance passée en argument).
Remarquell est utile de modifier la notion de distance pour prendre@ngte les permutations
de deux lettres consécutives dans le cadre d’un correcthographique. C'est en effet une des
fautes de frappe les plus courantes.
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void pmsearch(Tptr p, char *s, char *tmp, int i) {
if (o0 == NULL) return;

if (*s =="" ]| *s < p->splitchar)
pmsearch(p->lokid, s, tmp, i);
if (*s == " || *s == p->splitchar) {

tmp[i]=p->splitchar;
pmsearch(p->eqgkid, s+1, tmp, i+1);

if (*s == "\0' && p->splitchar == "\0’)
printf("*** pm: %s\n",tmp); /* a revoir */
if (*s =="" || *s > p->splitchar)
pmsearch(p->hikid, s, tmp, i);
}

void pmsearchmain(Tptr p, char *s) {
static char word[256];
pmsearch(p, s, word, 0);

}

Code 5.8: Recherche partielle

void nearsearch(Tptr p, char *s, int d, char *tmp, int i) {
char *t, e;
if (p == NULL || d < 0) return;
if (d > 0 | *s < p->splitchar)
nearsearch(p->lokid, s, d, tmp, i);
if (p->splitchar == 0) {
if ((int) strlen(s) <=d) {
tmp[i]=p->splitchar;
printf("*** ns: %s\n",tmp); /* a revoir */

} else {
t=s;
e=d;
if (*s == "0
t++;
if (*s != p->splitchar)
e

tmp[i]=p->splitchar;
nearsearch(p->eqkid, t, e, tmp, i+1);
}
if (d > 0 || *s > p->splitchar)
nearsearch(p->hikid, s, d, tmp, i);

}

void nearsearchmain(Tptr p, char *s, int d) {
static char word[256];
nearsearch(p, s, d, word, 0);

}

Code 5.9: Recherche de voisinage.
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(iii) partitionnement avec clés égales

FiG. 5.4 — Le principe de partitionnement naturel (i), le paihnement «idéal» (i) et le principe
introduit par Mcllroy et Bentley (iii).

5.3.4 Algorithme de tri

De la méme fagon queABR et le tri rapide (quicksort) sont intimement liés, la sturetde
TST permet de construire une procédure de tri des chaines da@amqui s'avére une des plus
efficaces. Cette technique de tri se révele également ae&uga dans certaines situations pour
trier 'ensemble des suffixes d’un texte, ce qui survientrpautaines techniques de compression
(bzip2 par exemple I'utilise pour réaliser la transformée de Burkheeler sur un texte).
L'algorithme de tri lié¢ auxrsT utilise le raffinement proposé par Bentley et Mcllroy [10ptd a
I'algorithme Quicksort pour des clés égales. (Nous revienslégalement sur ce raffinement dans
le cadre des structures nceuds au chapitre 6.)

Le principe de Quicksort consiste a partitionner par rappampivot. Idéalement, pour Quick-
sort, on souhaiterait que toutes les clés égales au pivetsrivent en place avec toutes les clés
de valeur inférieure a gauche et toutes les clés de valedrisupe a droite. Il s'agit en fait du
probléme du drapeau hollandgi®pularisé par Dijkstra [23] : des pierres de couleur robtaye

et blanche sont a ordonner dans le méme ordre que les codledrapeau hollandais. Cela cor-
respond au partitionnement de Quicksort ou les pierresmggmbolisent les éléments inférieurs
au pivot, les pierres blanches les éléments égaux et lesepibleues les éléments supérieurs.
Bentley et Mcllroy ont proposé un principe de partitionnetgui bien que peu intuitif s’avere
trés efficace (voir figure 5.4). La boucle de partitionnencemisiste elle-méme en deux boucles
internes. La premiére boucle interne incrémente le compteon passe sur les éléments de va-
leur strictement inférieure, on échange les éléments @eivabale a celle du pivot avec I'élément
d’indice a et on stoppe sur un élément strictement plus grand. D’ureafaignilaire, la deuxiéme
boucle interne décrémente on passe sur les éléments de valeur strictement supéadarea-
leur du pivot, on échange les éléments de valeur égale adtefiévot en mettant a jour 'indice
d, et on s’arréte sur un élément de valeur strictement infégieEnsuite on revient dans la boucle
principale de partitionnement qui échange les élémentsgmpar etc. On itére ce processus
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void swap(char **tab, int i, int j ) {
char *t;
t = tabli];
tab[i] = tablj];
tabfj] = t;
}

void vecswap(int i, int j, int n, char **ab) {
while (n-- >0) {
swap(tab, i, j);
i++;
i+
}
}

Code 5.10: Fonction d’échange de deux chainaseurs indices et généralisation déplagant un
ensemble de chaines de caractéres.

jusqu’a ce que les pointeubset ¢ se croisent. Ensuite les éléments de valeur égale au pimbt so
déplacés au centre du tableau sans comparaisons suppénerGette procédure de partitionne-
ment s'effectue a I'aide de — 1 comparaisons. Plus important, le principe de partitioneraa
s'appliquer sur des tableaux qui ne contiennent plus lauvale pivot. Il y a la un gros avantage
par rapport a la procédure de partitionnement classigly a'beaucoup de clés de méme valeur.
On utilise une fonction qui (voir le code 5.10) échange dehaiires (d'indices etj ) dans un
tableau de chaines (en manipulant les pointeurs), et lemdétette fonction pour échanger une
portion compléte du tableau de chaines. Le programme deitriégqulte des principes exposés
ci-dessus correspond au code 5.11.
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void so
int

rt(char **tab, int n, int depth) {
a, b,c dr v

if (n <= 1)

VvV =
a =

c
for

return;
tab[O][depth];
b = 1;
d = n-1;
G {
while (b <= ¢ && (r = tab[b][depth] - v) <=0) {
if r ==20) {
swap(tab, a, b);
at++;

}

b++;

}
while (b <= ¢ && (r = tab[c][depth] - v) >=0) {
if (r ==0) {
swap(tab, c, d);

f

}

c-;

}

if (b > c) break;
swap(tab, b, c);
b++;

c--;

r = min(a, b-a);
vecswap(0, b-r, r, tab);
r= min(d-c, n-d-1);
vecswap(b, n-r, r, tab);
r=b-a;
sort(tab,r,depth);
if (tab[r][depth] != 0)
sort(tab+r, a + n-d-1, depth+1);
r=d-c;
sort(tab+n-r, r, depth);

Code 5.11: Fonction du tri «quick-radix»
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Structures de recherche aux nceuds
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On présente les outils nécessaires a I'étude des strudenexherche utilisées dans cette thése,
c.-a-d. les séries génératrices ordinaires et exponkestielvec les liens trés forts qui les unissent
aux langages formels et a différents modéles aléatoirém, s structures de liste triée et d’arbre
binaire de recherche sont étudiées plus en détail en vuankeyse des tries hybrides.

On a montré dans le chapitre précédent que les paramétrtifsatdizitrie admettent la décompo-
sition suivante pour les espérances

Ely;P2,S Fl= Y El6; Pauys {Pwim}; (6.1)
weM*

ol w décrit M* 'ensemble des mots (finis), & désigne le modéle de Poisson de parametre

Si le modéle de Poisson apparait deux fois dans la formulg, (6n’a pas la méme signification
des deux cotés de I'égalité. Le modele de Poisson du membgeauwdshe est relatif au nombre
de mots infinis émis par une source dynamique probabilisé¢aille est donc le cardinal de
I'ensemble des mots). Le modéle de Poisson du membre de dwditrelatif a la taille de mots
finis (c.-a-d. la longueur des mots), et les mots sont émisipaisource sans mémoire.

Nous nous intéressons maintenant au deuxieme modeéle,daduinots finis produits par une
source sans mémoire. Du fait des structures envisagées @isarbres binaires de recherche), les

82
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mots sont décomposables gréace a des opérations sur degdarigamels. L'utilisation de séries
génératrices s’appuyant sur ces décompositions permigtiedtio les informations recherchées sur
les parametres.

6.1 Langages formels, séries génératrices multivariées

Cette section commence par une présentation courte deequadrations de base sur les lan-
gages. On définit ensuite les séries génératrices ordsretiexponentielles multivariées. Enfin on
explique de quelle fagon les opérations sur des langageadiedent directement sur les séries
génératrices.

6.1.1 Langages

Soit un alphabet fixé\ = {a1, aq, . . ., a,} un alphabet fini. L'ensemble des mots finis construit
sur M estM*. Un langagel. est un sous-ensemble de*. Nous utiliserons dans le cadre de
notre analyse les opérations suivantes sur les langages.

— Union.L'union de deux langages; et L, (notéL, + L5) est définie par

L1+L2:{’U}| wGLloquLg}.

— ConcaténationlLe concaténé de deux langadgeset L, est le langage obtenu en concaténant
chacun des motay; de L; avec chacun des mots, de L,

Ll . L2 = {wlwg |’Ll)1 S Ll, wo € LQ}

— «Etoile».Le langagel.* est le langage obtenu en formant toutes les suites finiegrdagits de
L

L*={e}+L+(L-L)+(L-L-L)+---, ouedésigne le mot vide.

— ShuffleLe «shuffle» (voir [36, 70]) de deux mots; etw-, noté(w; m w,) estl'ensemblede
tous les mots obtenus en mélangéalettoutes les fagcons possibles les lettreagd@tw,, tout
en préservant I'ordre relatif a I'intérieur de, etw,. Cette opération est définie récursivement
par

(avy mbve) = a(vy mbvs) U b(av, mvs),

avec (vme) = (emwv) = {v}. L'opération de «shuffle» n’'est envisagée ici que sur
deux langages d'alphabets disjoints. (Dans ce cas, on peahstruire de maniére unique
les motsw; et w, a partir d'un mot dew; mw,.) Par exemple, on dabmed) =
{abed, acbd, acdb, cabd, cadb, cdab}.

Appliquée a deux langagés et L., d'alphabets distincts, I'opération de «shuffle» permebe’'o
tenir le langage suivant

L1H_IL2: U (wlmwg).
w1 €Ly
wa€ L2
Dans la suite, on désignera paph(L) etalph(w) 'ensemble des lettres distinctes apparaissant
respectivement dans un langageu un motw.

1La meilleure image est celle de deux jeux de cartes que 'damgé, les motav; et wo étant chacun un jeu de
cartes.
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6.1.2 Séries génératrices

Nous avons déja présenté les séries génératrices danséedealhnalyse «classique» des tries.
Il s'agit ici d’étendre la définition au cas multivarié. Le&ries génératrices du chapitre 3 étaient
essentiellement bivariées, la variablemarquant» la taille et la variable«marquant» un autre
parameétre. Les séries génératrices sont ici des sériesayéres relatives a des langages. Pour
chaque mot du langage, en plus de la taille du mot et du parameton veut étudier, on va
également marquer le nombre d’occurrences de chaque lettre

Série génératrice ordinaire et exponentielle

La série génératrice ordinairso en abrégé) d'un paramétte(correspondant a la variable
formellew) sur un langagé est

Uz, u, 21, xp) = Z u‘s(“’)z‘wlat‘lwl1 . -ml.“"r, (6.2)
weL

ou |w| est la longueur du mab et |w|; est le nombre d’occurrences de la letttedansw. La
série génératrice énumérative d’un langage correspondsaparticulier ot le parameétdeest la
fonction identiquement nulle.

De maniere similaire, la série génératrice exponentistiEEn abrégé) d’un parameétfegour un
langagel est

~ |w
Lz, u, 21, ..., 2p) = Z S o e (6.3)

|w|| 1 T
weL

C’est souvent la nature du probléme qui incite a utiliserdesion exponentielle plutdt qu’ordi-
naire.

Les séries cumulées associées aux séries génératriceaimgliet exponentielles sont obtenues
en dérivant par rapport@aet en posant, = 1,

Cs(z,21,...,2,) = 0 Uz,u,xr, . 2|y = Z (S(w)zlwlat‘lw‘1 o glwle

Ou weL
~ 0 ~ Z‘ | |w]y |w|
CS(Zv:rla"'v'rT):%E(Zvuazlv"'axT) u*li 25(w>|w||$1 "
- weL

La transformée de Laplace combinatoire permet de relier ai@éne naturelle les séries généra-
trices exponentielles et ordinaires. Elle est définie pditaité a partir de la relation

n
L:2"— c
n!
La relation classique suivante est typique de la fagon darpasse du «monde ordinaire» au
«monde exponentiel»
1
L = e,
{1 - az]

Dans la suite, on désignera paf'(z) ou 13(2) la transformée de Laplace combinatoire d’'une
série génératrice ordinaifé(z).
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6.1.3 Langages et séries génératrices multivariées

THEOREMEG6.1.Soit un alphabetM = {aj,as,...,a,}. On désigne pary,...,z,. les va-

riables formelles marquant les occurrences de chaqueelgtiaré un parametre additif sup*.

On considére deux langagés et L, d'alphabetsalph(L;) etalph(Ls) inclus dansM.

— Union. SiL; N Ly = &, le langagel. = L, + Lo, obtenu en faisant I'union, admet pour séries
génératrices

{ g(Z,U,IEl,.. 'axT) = gl(Z,U,IL'l,.. 'axT) +£2(Z,’U,,IE1,. "756’1“) (SGO)

~

Uz,uy 21,y xp) = (20,21, ) + bo(z,u, 21, .., 20)  (SGE)

— Concaténation. Le langage = L, - L, obtenu par concaténation a pour série génératrice
ordinaire

Lzu, 21, .. ) = L1(2,u, 21, .. @) - Ua(2, 0,21, ..., 2r)  (SGO).

— Opération «étoile». Si; N (L; - L1) = &, le langagel = L obtenu par I'opération «étoile»
d’'un langageL; a pour série génératrice ordinaire

Uz u2,. ) = (1 =0y (2,u,21,...,2,.)) " (SGO).

Cas particulier important Si le langage.; C M, i.e. n’est composé que de mots de longueur
1, on obtient une expression de la série génératrice expgallerpour le langagd. = L3

z(Z,’LL,.Tl, s 756’1“) = eXp(z\l(zvuazla s 7I’T)) (SGE)'

— Shuffle. Supposons qaigh(L;) Nalph(Ls2) = &. Le langagel. = L; w L, obtenu par I'opé-
ration shuffle sur les langagds et L, a pour série génératrice exponentielle

z\(zauv:rla' . azT) = Z\1(',/:71'%1'15' . azT) 'ZQ(Z,U,ZEl,.. '756’1“) (SGE)'

Preuve. La preuve est immédiate pour I'union et s’obtient par liitéar
Pour la concaténation, considérons deux langdgest L, de séries génératrices ordinaires
l(z,u, 21, ..., x,) €tla(z,u, 21, . .., ). La Série génératricl z, u, z1, . . ., z,-) est définie par

w =+ |w
g(z,%xh_._’%.): § E u6(w1w2)zlw1|+\w2|x\1 11+ 2\1.,.x\rw1|ﬂ+w2\r

wi€L1 we€L>

— < E u‘s(wl)zlwﬂx‘lwl' .. $Tw1|T> < E u5(w2)zlw2|$‘1w2| o :I:Tw2|7“>

wi1€Ly w2€L>
=l (z,u,x1,. .. xp) ba(z,uy 21, ..., Ty ).
La deuxieme égalité utilise le fait qdeest un parametre additif (w;w2) = 6(w1) + d(ws)).
La série génératrice ordinaire pour le langage «étoilecadstiiée grace aux formules pour I'union
et la concaténation.

Dans le cas oll; ne contient que des symboles;(C M), Le langagel} admet comme série
génératrice exponentielle

2wl 2k
u&(w) x\l’w\ . x\w\r _ ué(mlmQ,..mk)_:L,|1m1m2---mk\ . x\mlQOk »
2 wl! ' 2 R "
wGL’f | | mi,...,mipE€L1
k
A §(m) .Iml Iml G k
— m) .1 m|r —
=— g wl™ ) = —0(Lu,xq,...,2,)
k! k!
meL,
7. k
El(Z,U,IEl, s 756’1“)

k! ’
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et la formule s’ensuit pour le langade—= Zkzo Lk

o~

U= exp[ly(z,u,21,...,2,)]

Enfin, pour le shuffle, considérons deux matsetw, d'alphabets disjoints. La série génératrice
exponentielle du langagk = w; m w4, fait intervenir un coefficient du binbme correspondant
aux places ol on inséke; dansw,

~ (Jwi] + Jwa|)! 2wzl ]
Y/ c. ) = - N
(o, @r) = S Thwalt or] + Jwa)! !

|wi | |wa]

Y L R [ 2 plweli o lwel,

- 171 T 171 r .
w1 ! [wo|!

Par linéarité de la formule de I'union de langages d'intetisa vide, on obtient I'expression de
la série génératrice exponentielle pour le shuffle de dewgages

Y zlwl |wil1 |w1 | zlvz |wa |1 |wa|
Uz, u, 1, .. ) = E E x; ceepy Ot ) | ——x) coe g2l
| | T
|w1]! |wa|!

wi€Ll; waels

oo plwiletwe]
ghwilr r

= gl(zvua L1y-ees I'T) KQ(Z,’LL, L1y-ees I'T)a
ce qui termine la preuve. O

Remarque — Il y a une symétrie frappante entre I'opération de concdigmat I'opération de
«shuffle» du point de vue des séries génératrices. Le «shefftaine opération naturelle pour les
séries génératrices exponentielles car cette opératiwadigt par le produit des delsGE

La concaténation est une opération naturelle pour lesssgéieératrices ordinaires car cette opé-
ration se traduit par le produit des desizo.

Cependant, si la nature du probléeme se préte davantageliddtitin deséries génératrices or-
dinairesou deséries génératrices exponentielle®us pouvons toujours définir I'opération de
shuffle pour dewsGo et de concaténation pour dessE. Il suffit d'utiliser la transformée de
Laplace combinatoire pour naviguer entre les «<mondes»neqils et ordinaires. Ainsi, I'opé-
ration de shuffle pour des séries génératrices ordinaingssp¥erire

A(z,u,1,...,2p) mB(z, 4, Y1, ... ,Yq)
=1 [CA(z,u,21,...,xp) - LB(z,u, Y1, - - -, Yq)]

~

= E_l [A\(Z’U,.Tl, cee 7:Cp) ’ B(Z7u’y1, e ’yq)

Nous utilisons deux ensembles distincts de variablss. .., z,} et {y1,...,y,} pour insister
sur le fait que les deux séries génératrices font référerdesdangages d’'alphabets distincts,
ce qui rend I'opération de shuffle non ambigué. L'opératierstiuffle appliquée a deux séries
génératrices ordinaires rationnelles s'écrit

1 1 1
m = :
l—az 1-bz 1—(a+b)z

L'analyse nécessitera également de dériver un produifletsufr tout type de série, afin d’obtenir
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la série cumulée. Par exemple, le produit shuffle de deugssérdinaires s’obtient grace a la regle
0
5 ¢
0
= %A(z,u,ml, cep) | mB(z,u, Y1, -1, Yg) +

A(Z,u,zl,...,Ip)mB(z,u,yl,...,yq))

0
A(z,u,1,...,2p)m (%B(z,u,yl,...,yq)) .

6.1.4 Seéries génératrices et modeles aléatoires

Nous examinons ici plusieurs modéles aléatoires en relatiec les séries génératrices multiva-
riées. Le premier modéle est le modéle du multi-ensemblest@& modele le plus proche de la
série génératrice puisqu’il s'agit d’extraire un coeffitide la série génératrice.

DEFINITION 6.2 (MODELE DU MULTI-ENSEMBLE). Dans le modeéle du multi-ensemble
Ens,...n,» ON cONsidére comme équiprobables tous les mots de taikle n; + --- + n, qui
contiennenty; occurrences du symboig.

ExempleLe multi-ensemblg2 - a,1 - b} est 'ensemblgaab, aba, baa}. Chacun des trois mots
est équiprobable dans le modéle aléatoire du multi-enser@el modéle va réapparaitre sous une
autre forme dans le chapitre 7.
Dans un tel modéle, les mots sont donc en norr<bre " >

N1, N2y ...y Ny
Toute la mécanique des séries génératrices du chapitret@ipewappliquée. Ainsi, I'espérance
d’'un parameétré sur un langagé. (de série génératrice ordinaire assodigar exemple) dans le
modele aléatoir€,, . ,, s'obtient grace a la formule

[2™a]t - -xfr]% Uzu,xr, .o 2p)| g
[zralt - xp (2, 1,21,y Te)

Nous allons en fait plutdt nous intéresser & des modélesxpltobabilistes ou nous ne connai-
trons pas le nombre d'occurrences de chaque lettre maiétgéuprobabilité d’apparition de
chaque lettre.

Puisque les modéles considérés concernent des mots, mgdestieux aspects différents.

— Le premier concerne la taille du mot. La taille du mot perg é@he variable aléatoir¥ d’'une
certaine loi. La loi la plus simple consiste a fixer la taiNe= n. C’'est le modéle de Bernoulli
B,.. Une autre possibilité consiste a prendre pduune loi de Poisson de parametrece qui
désigne le modéle de PoissBp. (Ces deux modeles ont déja été succinctement introduits da
le chapitre 5 et une discussion plus détaillée sur les rappatre les deux modeéles d’'un point
de vue analytique se trouve dans la partie 6.5.1.)

— Une fois la taille précisée, il reste a définir de quelle fegont produits les mots. Les mots sont
ici finis et émis par une source sans mémoire avec des prabaljl; } ;c 1« (voir chapitre 4).

DEFINITION 6.3 (MODELE DEBERNOULLI POUR LES MOT9. Dans ce modeéle, la taille des
motsn est fixée. Les lettres d’un mot sont tirées aléatoiremens datphabet avec des pro-
babilitésp; (comme par une source sans mémaire).
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La substitutiont; — p,; dans la série génératrice ordinaiie, u, z1, ..., z,) associée a*
permet d'obtenir la série génératrice (bivariée puisgsp j@e sont plus des variable&), ) du
paramétré dans le modéle de Bernoulli

0(z,u) = Z ué(w)z\w\p\lwh Cplel = Z uS(®) 21wl Py,
weM* weM*
ou Pr[w] est la probabilité d’apparition du mat (parmi les mots de méme longueur).
Remarque :0On peut également considérer I'alphabet infini. En effetsda formule
Z (W) |wl H plwli
weEM* ieM
le produit infini a un sens puisqu’il N’y a qu’un nombre fini @de|; non nuls.

Ainsi, on obtient la proposition faisant intervenir la ®8génératrice cumulée du paraméire
0
CS(Z) = % g(zvuapla R 7p’l“)|u:1 .

PROPOSITION6.4 (VALEUR MOYENNE DANS LE MODELE DEBERNOULLI). Dans le modéle
de BernoulliB,, associé & une source sans mémoire de probabifié$, la valeur moyenne
du paramétrej pour un mot de longueur est

BI5; By {piH = "] or €m0y = "1C5(2),

ol / est la série génératrice ordinaire associée au paramée¢ au langageM*, et la notation
[2"] f(z) signifie le coefficient en™ de la série entiergf(z).

Les séries exponentielles sont adaptées au deuxieme nwbdéiPoisson. En particulier, I'es-
pérance dans le modéle de Poisson s’exprime de maniérgedirec

Rappelons que, par définition, une variable aléatoire desBoiV de parameétre vérifie :
Pr[N =k|=e"% —. (6.4)

On adon&E[N] = z etVar[N]| = z.

DEFINITION 6.5 (MODELE DEPOISSON POUR LES MOT}. Dans le modéle de Poissdp, de
parameétrez, la longueur d’'un mot aléatoire esY, elle-méme une variable de Poisson de para-
metrez. Les lettres d’'un mot sont tirées aléatoirement dans I'alpét avec des probabilités
(comme par une source sans mémoire).

Si I'on posez = n, ce modéle est «proche» en moyenne du modele de Bernouilieafitece

n (méme s'il est moins naturel), tout en permettant un tragenthéorique plus aisé. En fait on
passe d’'un modéle a I'autre en appliquant poissonisatid@missonisation [57] (voir a ce sujet
également la partie 6.5.1).

Soitd un parametre entier sur le langabe= M*. Posons, = E[J, By, {p;}] de telle sorte que
Cs(z) = > k>0 %zk est la série génératrice exponentielle cumulée du paramhdtirespérance
dans le modéle de Poisson vérifie en vertu de (6.4)

B5, 7., (p)] = Y o = Gs(o).
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cecc

aabb

Fic. 6.1 — On donne au trie une épaisseur en empilant des jetons clsaque
nceud interne. Lensemble de mots est le méme que celui de larefigR.2
(aabbaa..., aabebbd..., beaaac..., beaach..., caabaa..., cababb..., caccbb..., caccbe...). Par exemple,
on empile sur la racine la premiére lettre de chaqueanblcccc.

On a donc la proposition

PROPOSITION6.6 (ESPERANCE DANS LE MODELE DEPOISSON). Dans le modéle de Poisson
P. de parameétrez associé a une source sans mémoire de probabifité$, la valeur moyenne
du paramétrej pour un mot de longueur est

o~

Uz, u,p1,. - Dr)) = 6*265(2), (6.5)

u=1

E[57 P, {pj}] =e

u

ou/ est la série génératrice exponentielle associée au par@n&t au langageMt™.

6.2 Etude des paramétres du trie abstrait

Nous considérons maintenant les trois parametres addiéfs/pey, dans I'équation (5.3) reliés
respectivement au nombre de nceuds internes (appelé égataitie du trie), la longueur de che-
minement du trie-tableau. (La longueur de cheminement ldetnie-ABR, plus difficile a obtenir,
feraI'objet de la partie suivante. Nous établirons la laagude cheminement du trie-liste comme
un prélude a celle du triesRr.)

Il faut donc préciser ce qu’'est le cafissocié a la traversée d’une structure et, utilisant lélsout
introduits dans la section précédente, en calculer les@speés.

Toute cette partie demande d’adopter un point de vue un peiicydger sur les tries mais qui
éclaire notre approche. Il consiste a visualiser les triesl@annant aux nceuds des épaisseurs.
Imaginons des jetons étiquetés par les lettres de 'alpl{bdizes deScrabblepar exemple). On
empile sur chaque nceud étiquetéles jetons correspondant a la traneh@(,, (X)) (voir fi-
gure 6.1). Par exemple la racine est une pile de jetons delndi¥|, et que chacun des noeuds
externes n'a pas de jetons. Les paramétres de taille et adonde cheminement ont une inter-
prétation directe dans ce cadre. La longueur de cheminesstld nombre de jetons posés sur le
trie ; la taille du trie est le nombre de piles.
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Tout d’abord, le colis associé a la taille est égal a 1 si le noeud interne indexé patley existe

ou de fagon équivalente si la tranch@,,)(X) contient au moins deux symboles (et donc aussi
si la pile est de hauteur supérieure ou égale a deux). Lesgo@ibur la longueur de cheminement
pour un trie-tableau est simplement le nombre de fois oudiccede a un nceud (le nombre de
symboles de&rTi,,) (X)) sile nceud est interdeC’est donc la hauteur de la pile de jetons sur ce
nceud interne. Soi une tranche (ou une pile), i.e. un mot rassemblant toutqe égsieres lettres
des chaines stockées en un nceud interne. On a les formules

i > i >
55(3){1 sifs| 22 5,4(3){'3' si|s| > 2

0 sinon 0 sinon.

Les résultats suivants sont connus et ont d'ailleurs déjdémontrés dans le modéle de Bernoulli
dans le chapitre 5. Dans le but de donner un exemple d’anaiggale utilisant les méthodes

symboliques des séries génératrices, nous établissonmepagition suivante pour les valeurs
moyennes des parametiesetds.

PROPOSITION6.7 (FARAMETRES DE STRUCTURE DU TRIE ABSTRAIT(POISSON)). Soit  un
ensemble de probabilité§p; };c 1 associé aux lettres de l'alphabeé! et P, le modéle de
Poisson de paramétre pour la taille des mots. Alors, dans le modé€R,, {p;}), les espérances
des paramétres de «péage» pour la taille d’un trie et la lagude cheminement externe d’'un
trie-tablea sont respectivement

E[6s; Py {pi}] =1— (14 2) e %, E[64; P, {pi}] =2 (1 —e77).

Preuve. Les espérances des deux premiers parameres 4, dérivent directement de proprié-
tés du modele de Poisson. Nous effectuons cependant l&ndbns le cadre des séries généra-
trices qui permet de mettre en lumiére quelques principdmde. La décomposition formelle du
langageM* selon la taille des mots

M= (e+ M)+ M-,
i>2

se traduit ersGE (séries génératrices exponentielles) grace au théoréinet onne

142z + - +a) + (@@ T2 1 — (x4 -+ x,)),

14 2(xy + -+ xp) + (@ F20) 1 su(ey 4 -+ 2,)),
pour lessGErelatives &g etd 4. Une application de (6.5) donne alors la formule pB¥4] et
E[ds]. O

Remarques.

— On n'utilise pas le fait que les jetons soient étiquetédgarlettres. Seul le nombre de jetons
sur un nceud interne importe.

— On ne donne pas le corollaire pour le modéle de Bernoulii est évident.

6.3 Arbres binaires de recherche

Les arbres binaires sont une structure de données extréamelamsique et utilisée. |l est classique
de «lire» le déroulement de I'algorithme Quicksort sur r@abinaire de recherche. Les modéles

2Ce co(t correspond a l'acceés direct.
3|l s’agit donc aussi de la longueur de cheminement d’un tessique.
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b1

|

c

e

b

FIG. 6.2 — Mécanisme d’empilement des jetons dans le cas d'smedrdonnée, on insere dans
I'ordre et successivement les lettiesab.

d’'analyse sont longtemps restés centrés autour du mode jeedmutations aléatoires (qui est un
cas particulier du modéle du multi-ensemdlg, ., avecn; = --- = n, = 1) qui est souventle
premier modéle envisagé pour I'analyse en moyenne dekésgechniques de séries génératrices
s’appliquent et I'on peut démontrer par exemple que pourpenmmutation des,. la longueur de
cheminement interne (pour atteindre chacune des clésiagata racine)

2(n+ 1)H, — 4n,

ou H,, désigne lex® nombre harmonique.
Les résultats concernant la profondeur du plus petit éléetetu plus grand élément nous inté-
ressent également et peuvent étre trés facilement obtgrarsiiade la proposition 6.8.

Helmut Prodinger [84] s’est intéressé a un modéle ou lesag@sraissent avec une distribution
géométrique.

Le modéle du multi-ensemble a également été étudié paepitssauteurs [14, 89] mais toujours
avec une approche calculatoire. Les techniques mises ereaans cette partie sont essentielle-
ment symboliques et font intervenir les séries génératriveltivariées.

Les paramétres, (s) etdz(s) relatifs & lalongueur de cheminement pour les tries-liskesdries-
ABR sont exactement les co(ts de traversée dans la structuckcumsstruite sur la tranche La
encore, la visualisation a I'aide de jetons étiquetés wleltres permet de mieux comprendre les
parametres analysés.

On va considérer qu’une séquerncest une pile de jetons étiquetés et que I'on insére un a un ces
jetons dans la structure. Si en insérant un jeton, on s’afi€ng’'un jeton avec la méme lettre est
déja présent, on empile le nouveau jeton sur le premier figuire 6.2).

Le co(t de traversée cumulé (pour un type de structure da@sséxié a un matest le colt exigé
pour rechercher un a un tous les jetons posés en parcaufants’arréte dés qu’on a trouveé la
pile a laquelle appartient le jetoryn symbole est donc recherché autant de fois qu'il y a de geton
dans sa pileLe colt de recherche simple d’un symbole est simplementdé mour atteindre la
bonne pile. Le codt de recherche cumulé d’'un symbole st ainsi le colt de recherche simple
d’un symbole multiplié par son nombre d’occurrences dans

RemarqueDans la suite, I'alphabet est supposé totalement ordonisgumiles listes ordonnées
aussi bien que lesBR sont des structures ordonnées. On suppose donc que les|sgnaleo
lalphabetM = {a1, as,...,a,} Vérifienta; < az < -+ < a,.
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L'évaluation des espérances des colts de trav@tgéeorrespond & I'analyse (facile) des listes
et a I'analyse (plus difficile) des arbres binaires de redervec un univers de clés fini et une
distribution de probabilité non uniforme (voir par exemf#le 14, 89] pour des développements
de ce type).

Notre approche repose sur une description symbolique darpgdres par deseries génératrices
et possede sans doute un intérét intrinséque indépendabbieme original. C’est pourquoi
nous établissons une proposition donnant les valeurs megettes codts de traversée pour les
listes ordonnées et lesR.

Les principes de cette preuve (décomposition d'un langaigarescription aux séries génératrices)
sont également utilisés pour déterminer les valeurs masedes codts de traversée cumulés pour
les listes ordonnées et lagR, mais en faisant intervenir 'opération de shuffle. Dans tlaie

de Poisson, on a le résultat suivant :

PROPOSITION6.8. (COUTS DE TRAVERSEE CUMULEE DANS LES LISTES ORDONNEES ET LES
ABR DANS LE MODELE DE PoISSON). Soit un ensemble de probabilités; };c o+ associé aux

lettres de I'alphabeiM et P, le modéle de Poisson de parameétrpour la taille des mots. Alors,

dansle modelép., {p;}), les espérances des colts de traversée cumulés pouréssdisionnées
et les arbres binaires de recherche sont respectivement

E[6L; P2, {p:i}] Z Prj)z (1 —e7Pi7),
JEM
Eloni P {pit] =2 30 [on 0 — 14 2Py
B Pz Dif] = p2 L€ Z4,51]
(ij)em? " 0]
1<J

ouFy 5 = S 9 Pk etPs ) =D ks Pk-

Avant d’écrire la preuve, énoncons le corollaire pour le &ledle Bernoulli obtenu en utilisant
un argument de dépoissonisation algébrique (Propositén 6

PROPOSITION6.9. (COUTS DE TRAVERSEE CUMULEE DANS LES LISTES ORDONNEES ET LES
ABR DANS LE MODELE DE BERNOULLI). Soit un ensemble de probabilit§¢s;};c o« associé
aux lettres de I'alphabeM et BB,, le modele de Bernoulli a taille fixée Alors, dans le modéle
(B, {p:}), les espérances des colts de traversée cumulés pour &ssdistonnées et les arbres
binaires de recherche sont respectivement

E[&L;Bn, {pz Z TLP[>] 1 — )n 1],
JeEM

PiDj n
Eldp: Bu {pi}] =2 DY, ot [(1=Pay)" —1+nPu),
(i,j)EMZ [2,]
1<j

00 Py j) = Dgmi Pk €U P> = Yoo Ph-

Preuve. Nous analysons les deux structures I'une apres l'autre.

Le paramétré, nécessite I'utilisation de la décomposition de type «sbufflm '),
M =ajm - ma.

Cette décomposition signifie que chaque mot se décomposmrismsots (éventuellement vides)
qui sont des répétitions:{) du méme symbole;, mélanges de toutes les fagons possibles (a la
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maniére d’un jeu de carte). On a déja établi que le produitfést» de deux langages a alphabets
disjoints correspond au produit des séries génératrigesnentielles correspondantes. Le coit
de recherche d’'une clé, dans une tranche est alors égal au nombre de symboles distincts
d’indicesi < « danss. La série génératrice exponentielle est donc en vertu dorénge 6.1
reliant les langages formels et les séries génératrices.

~

falz,u, 21, .. 20) = H(u(e“i -1)+1) H e,

<o i>a

I suffit maintenant de sommer pour tous les symbales= M et d’appliquer la formule (6.5)
afin d’obtenirE[§ ] dans le modeéle de Poiss@h avec des probabilités pour les lettres.

Le parametrép nécessite une approche plus subtile. L'étude classiquagesonsidéere des
arbres binaires de recherche construits sur des perrmadirées aléatoirement de fagon uni-
forme dansS,, (voir [43]). Nous allons nous inspirer de I'étude classiggei introduit la notion
d’extremum de gauche a droite) pour mener a bien I'analyfsuti cependant bien voir que nous
autorisons les clés égales. C’est a la fois plus simple daitlde considérer des mots a la place
de permutations va permettre d'utiliser le formalismeaniles langages formels et les séries
génératrices, mais aussi plus compliqué car les notionslsget naturelles sur les permutations
doivent étre adaptées aux mots et qu’elles perdent pexitiisi leur caractere «naturel».

Dans un premier temps, nous décomposons le co(t de traveys&don les lettres de I'alphabet.
Pour une tranche, nous considérons le co(t de recherehgour atteindre le symbole, dans
abr(s). Ce codt est la profondeur du noaugdans I'arbre si le nombre d’occurrendeg, de la
lettre a,, danss est non nul (on parle de recherche positive).

La preuve comporte trois étapes principales :

— Etude des extrema et des branches extrémes (rechercHémests extrémaux).

— Recherche d’'un symbole quelconque. On couper’ en deux en fonction du symbole cherché
afin que le codt de recherche se décompose en colts de rezdeschxtrema. Puis, on utilise
I'opération de shuffle pour «recomposer» les deux sousarbr

— Enfin, on s’attache au probléme de la recherche cumulée symbole (tenant compte du
nombre d’occurrences du symbole recherché).

Etude des extrema et des branches extrémesa premiére observation clé ici est de remarquer
gue I'ABR construit surs est le méme que celui construit s&fr ou s’ est le mot obtenu a partir
de s en ne conservant que la premiére occurrence de chaque ®y/feban respectant I'ordre
d’apparition des symboles). En effet seule la premiére meoage de chaque symbole entraine la
création d’'un nceud. La prochaine occurrence sera simpleteenpilées.

Soita, la lettre d’indicex de I'alphabetM. Nous introduisons les notations. ., w<qa, Wsa
etws,. Le motw., estle mot obtenu a partir de en supprimant toutes les lettres d’indices
strictement inférieurs &. Les notationsv<,, ws, etws>, sont définies de la méme maniére.

Nous définissons également la notion d’extrema de gaucheite @&n prenant en compte les
occurrences multiples de symboles.

DEFINITION 6.10 (EXTREMA STRICTS DE GAUCHE A DROITH. Soitw = wyws - - - w, Un mot
de M*. La lettrew; est appelée uminimum (resp. maximum) strict de gauche a droitewei
j=1ousi

(Vi <j) w>w; (respaw; < wj).

Le nombre de minima stricts (resp. maxima) de gauche a dpoite un motw est Notén i, (w)
(resp.nmax (w)).
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Remarquell est utile de voir dés a présent que les minima (resp. maxsuts de gauche a
droite d’'un motw correspondent exactement aux nceuds se situant sur la brextcme gauche
(resp. droite) de I'arbre binaire de recherche construitssu

Le lemme suivant caractérise le nceud pére d’'une leffrdont on insére la premiére occurrence.

LEMME 6.11.S0itT I ABR construit sur le moiw = ma, oU= est un mot (éventuellement vide)
qui ne contient pas la lettre,. Une lettrep est le pére de,, dans l'arbreT si et seulement si
p=max(T<q) Sia, > pOoUp = min(rsq) Sia, < p.

RemarqueOn confond un nceud avec sa clé.

Preuve. La traversée en ordre symétrique Hadonne la liste triée des lettres ou selon le cas le
pérep apparait soit juste avant soit juste apggpuisque la lettre,, correspond a une feuille de
I'arbre. O

Tout d’'abord, nous étudions les séries génératrices despgametres, i, andn,., (qui sont
exactement le nombre de noeuds sur les branches extrémés gaulcoite).

Il faut analyser la longueur de la branche extréme droitesdamarbre construit sur des mots
aléatoires, ou de maniére équivalente évaluer le nombreadéma stricts de gauche a droite.
Etant donné 'alphabett, la décomposition sous forme d’expression réguliere

ks
M =T] (e+aj(ar+as+ - +a;)")
j=1
exprime précisément toutes les décompositions possikelesmbts selon les maxima stricts de
gauche a droite. En effet, on peut toujours décomposer ununsaotus la forme

T
w = Hmi,
i=1

ol le motm,; ne contient que des symboles d’indices inférieurs ou égaugtepeut étre éven-
tuellement vide. Par exemple sur I'alphaljetb, ¢, d}, le motbaadcacba s'écrit (baa)(dcacba)
(ce quidonnen, = m. = ¢, my, = baa etmy = dcacba. Un maximum de gauche a droite est
la premiére lettre d’'un matn;.

Appliquant les principes exposés dans le théoréme 6.1, tendla série génératrice multivariée
ordinaire pour le parameétre,, .. sur le langage\1*

r

ZUL
Nmax(z7uaml7x25"-a$7') = H (1+ 1Z(Z’1+j+l')> .
J

j=1

Le coefficient de cette série damu*z]* ... 27| est égal au nombre de mots de longueur
ayantk maxima stricts de gauche a droitergtoccurrences du symbole La série génératrice
multivariée ordinaire pour les minima s’obtient de facanifaire

T

2UT
Nin(2, u, 21,22, ..., Tp) = H <1+ 1—Z($’+'j"+33 ))
J T

Jj=1

De telles décompositions ont été utilisées par Proding@rp8ur I'étude du maximum de va-
riables aléatoires distribuées selon une loi géométrique.
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RemarqueOn peut essayer de donner une vision plus intuitive et peeatgdus formelle. Les
arbres binaires de recherche avec les letites< ag < a- sur sa branche extréme droite, par
exemple, sont décrits grace a I'expression régulieragatit des notations évidentes)

a-(Sa) - B-(<B)" (<)
La série génératrice multivariée ordinaire est alors

2Tq 2z 2T
l—z(x14+ - 4za) L =21+ 4xg) L—z(x1 4+ +24)

Afin d’engendrer toutes les branches droites possibles dne @aroissant nous considérons des
produits comme

T

H(l +yj)’

j=1
ou la variabley; «signifie» que la lettre; apparait sur la branche. Si nous opérons la substitution
Z$j

$1+...zj)7

YT

nous obtenons ainsi la fonction génératrice (correspdralaparametre,,.,) ol v marque le
nombre de nceuds sur la branche extréme droite de I'arbredarecherche

r uzad
Nuax(2,u, 21, ..., 1) = H (1+ 1—2(xq +"'$j)) B

J=1

ﬁ <1z(x1+"'$j1)+(unwj)-

1—z(xi+ - +x5)

j=1
En particulier on a comme il se doit

1
Cl—z(zy oty

Nmax(za 17$15 s 7557")

puisque nous comptons alors tous les mots quelle que soitgaéur de la branche extréme droite
(le produit se «simplifie»).

Colt de recherche simpleLa profondeur d’un nceud (son codt de recherche simple) att ég
nombre d’ancétres sur la branche menant de la racine a ce heel@inme caractérise les lettres
correspondant aux ancétresaedans un mot terminant pag,.

LEMME 6.12.S0itT I' ABR obtenu en insérant successivement les lettres dwmet a,, (oU
la lettre a,, N'apparait pas dans le mat). La lettrey € = est un ancétre de, dansT si et
seulement si la lettrg) est un minimum strict de gauche a droite#le, ou un maximum strict
de gauche a droite de_,.

Preuve. Utiliser la définition 6.10 et le lemme 6.11. O
On obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE 6.13.S0itT' I’ ABR obtenu en insérant successivement les lettres dwmetma,,
(ou la lettrea,, n'apparait pas dans le mat). La longueur du chemin de la racine a la lettig
dansT estnmin(Ta) + Nmax (T<a).
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Ce corollaire donne le principe d’analyse du codt de red¢tesimplec,. A partir de I'étude des
séries génératrices des deux parametygs andn,,., (qui sont exactement le nombre de nceuds
sur les branches extrémes gauche et droite), nous analgspasmmetre,, en utilisant le produit
shuffle.

On considére maintenant le co(t de recherghd’'un symbole fixéz,, dans un arbre binaire de
recherche. La décomposition a I'aide du shuffler ()

(M \ {aa})* = (al +eee aa—l)* m (Got1 + -+ a/7')*7

signifie que chaque mot ne contenant pas la lettrpeut étre décomposé en deux Sous-rrotis,

et > a,, mélangés de toutes les facons possibles. Cette décoimpastcalque exactement sur
la définition dec,, en fonction den,,;, etn..x donnée dans le corollaire. En effet, le paramétre
¢o «colt de recherche dg,» pour un motw = m(a,v)* (OU le motwr ne contient pas la lettre
ay) S'écrite,y (abr(w)) = Nmin (r>a) + Nmax (<o ). Cela se transpose directement en termes de
séries génératrices grace au shuffle. La série génératdoeoe relative au parametrg est

Ca(zauv-rla .. ,117-) - [Nmax(zvuamla .. axa—l) I—UNmin(Zauama-i-la .. ,ZCT)]
2Tq

1+
1—z(x1+- +x)

; (6.6)

ou le dernier facteur prend en compte la fin du mot (aprés aquedst rencontré la lettrg,) qui
peut éventuellement contenir a nouveau la lettre

On peut remarquer que l'idée consistant & découper I'arioare de recherche selon le chemin
menant a la clé est la méme que celle utilisée par I'algoetkbhassique de coupure pour un abr
(algorithme utilisé entre autres pour insérer une clé admel.

L'équation (6.6) donne la série génératrice ordinaire gmidense toute I'information, y compris
la distribution compléte. La série génératrice expond#atist obtenue en prenant I'inverse par la
transformée de Laplace combinatoire. Le colt moyen eshalile maniére classique en diffé-
rentiant (6.6) par rapport & la variahlest en posant = 1 selon le principe de (6.5). Le reste des
calculs est mené a terme grace a la transformée de Laplacéaksant des décompositions en
éléments simples et en utilisant la dérivée logarithmityes.relations suivantes (évidentes) sont
constamment utilisées au cours du calcul

1 Clee] 2 1 1 1
ze%?] = T = :
(1—az)?’ l—az 1—-bz 1—(a+b)z

G e

Les calculs sont plus commodes si on introduit les notations

B

, j
X =Y awn, Xuj= ak Xpj=X-—Xp,, etXg=
k=1 k=1

L.
k=1
k#a
Posons
Koz(za Uy L1y 71"7') - Nmin(z7ua Tlyeeny :Coz—l) I—HNmaX(Za Uy LToy41y - ax’r')-
L'équation (6.6) s’écrit encore
1—2X,
Ca(Z,U, T1yeees :C’I') =T v KQ(Z, Uy L1y ey Ta—1s Latly--- 71"7'))

1—2X
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et aprés quelques calculs, on obtient finalement a la sénigrgttice cumulée

) € ) =y’ 1 1
Iy \Calz T, Ty u:17§7:X[.7a] 1—2X 1-2X,,
J=1 J [.77]

T 1 1
+ . - S—
j:;rl Xad) <1 —2X 11— ZX[%J’])

Co(t de recherche cumuléeOn trouve le co(t de recherche cumulé a partir de I'exprastida
série génératrice. On s'intéresse non pas au paramge) mais au parametiev|,c,(w) qui
tient compte du nombre d’occurrendes|,, du symboles, dansw. Supposons que nous ayons
la série génératrice ordinaire d'un paramétsar le langagé,,

_ 5(w) |wl . |wl1 w
f(z,u,xl,...,x,.)—zu( ) plwlglwh o glwlr

weL

la scodu parametréw|,d(w) est

0
xa%f(z,u, Tlyene, Xp).
On peut alors utiliser les propositions 6.6 et 6.4 pour abtes espérances voulues en sommant
pour I'ensemble des lettres de I'alphabet. Ceci terminedaye de la proposition. O

6.4 Lalgorithme Quicksort avec des clés égales

Il peut étre judicieux de prendre en compte dans 'algoréhi® tri Quicksort le fait qu’il puisse y
avoir des clés égales. Du fait du lien trés étroit entre deathme et un arbre binaire de recherche
qui suit le processus de partitionnement.

L'algorithme Quicksort, introduit par C. A. R. Hoare en 19(2], est actuellement reconnu
comme la procédure de tri a usage général le plus performanfamatique. L'algorithme pos-
sede une riche histoire : beaucoup de modifications ont éfgopées afin d’améliorer les perfor-
mances (voir [90]), les analyses de complexité en temps espace ont été menées a bien pour
de nombreuses variantes.

Le modele d’étude «classique» pour Quicksort est celui ddeteodes permutations aléatoires,
un modéle ou toutes les clés sont distinctes. En informatigarrive fréquemment qu’on ait a
trier des données avec des répétitions. Plusieurs qusstioposent :
— Quel est I'impact de ces répétitions sur I'algorithme 9 [89
— Comment améliorer Quicksort pour prendre parti de ceditiégpes ? [10, 9].
On a déja parlé du principe de partitionnement avec clésséghl a Bentley et Mcllroy a la
section 5.3.4.
Les analyses font intervenir les mémes constantes ques ckdlee chapitre c.-a-d. pour des pro-
babilités d’apparitioq p; } de symboles

Dip;j
i<jpi+“.+pj.
Cela semble relié de facon profonde au fait que les clés smpptées. Cette these fournit une
approche symbolique pour de tels problémes. Les preuvesiatdires (basées sur des calculs de
récurrences assez complexes) de [89, 14] mériteraiemed@tisitées sous ce nouveau jour.
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6.5 Analyse exacte des parametres de tries

Nous montrons ici que les espérances des principaux paesnét-a-d. la taille, la hauteur et
les longueurs de cheminement aussi bien pour les triesdestds» que les versions hybridées,
peuvent étre exprimés comme des sommes ou apparaisserddasasd’intervalles fondamen-
taux.

6.5.1 Choix du modéle aléatoire

Les modele de Poisson et Bernoulli ont été introduits au ittea. Nous précisons ici les liens
qui les unissent et pourquoi notre analyse peut étre candaits le modéle de Poisson, et de
guelle fagcon on peut revenir au modéle de Bernoulli.

Le modéele de Bernoulli considére une suiterdehaines infinies indépendantes produites par la
méme source dynamique. Cette suite est de la fdehi& ), de cardinah, et est ainsi obtenue par
tirage aléatoire de pointszy, zs, . . ., x, dans l'intervalleZ, munie d'une fonction de densifé

(F désigne la fonction de distribution associée). Le modelBetmoulli a taille fixéen relatif a

une source dynamique probabiligée F') est noté pa(s3,,, S, F).

Plut6t que de fixer le cardinal de I'ensembleX, il s’avére techniquement préférable de consi-
dérer que la suit& posséde un nombre variabled’éléments obéissant a une loi de Poisson de
paramétre:

_ 2"
Pr{N =k} =e k

Ce modele est appelé modéle de Poisson de paramétarsqu’il est relatif a une source dy-
namique probabilisées, F), il est noté(P,,S, F'). Par définition, les espérances d’'une variable

aléatoireY” dans les modéles de Poisson et de Bernoulli sont reliés par

> n
E[Y;P.,S, F] = e‘ZZE[Y;Bn,S,F]%. 6.7)
n=0
Une relation similaire permet de représenter les proliébiti’événements qui peuvent toujours
étre décrits comme les espérances de variables indicattogérét du modéle de Poisson réside
dans la compléte indépendance entre les événements sotrgemales intervalles disjoints de
Z. En patrticulier, le nombre d’éléments qui tombe dans umialle de mesure: est lui-méme
distribué comme une variable de Poisson de parametrgne telle propriété est vraie notamment
pour les intervalles fondamentaux associés a une s¢dréé, dont les mesures,, sont données
dans I'’équation (4.7).

La forte propriété d'indépendance du modele de Poisson giedimbtenir facilement les espé-

rances des parameétres de base. Il est alors nécessaireede eevmodele plus naturel de Ber-

noulli. Le processus qui permet de passer d’'un modeéle desétoi un modéle de Bernoulli est

appelé dépoissonisation. Plusieurs stratégies de dépaason sont disponibles. Voici celles qui

sont utilisées dans cette thése.

1. Dépoissonisation algébriqu€ette technique repose sur le fait que, grace a I'équatiat),(6
une valeur moyenne dans le modéle de Poisson est, a un factepres, la série génératrice
des espérances dans le modéle de Bernoulli

ElY;B,,S, F] =n![z"]e* E]Y;P.,S, F], (6.8)

ou[z"]h(z) représente le coefficient d& dans le développement d¢z) en 0. Cette technique
est la base de tous les résultats précis dans le modele deulertes théoremes 6.15, 6.17
sont obtenus de cette facon comme la contrepartie des thési@ 14, 6.16.
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2. Dépoissonisation asymptotigu2ans le modéle de PoissaN, est fortement concentré autour
de sa moyenngavec une grande probabilité, si bien que le param&iwae un rble tout a fait
similaire a celui du parametredans le modéle de Bernoulli. Ces techniques seront pré&senté
plus en détail dans le chapitre qui s'intéresse a I'analggenatotique au chapitre 8.

6.5.2 Taille et longueur de cheminement

La forme de la récurrence (5.5), la forme des probabilitdsaoe nceud (5.4), et les expressions
obtenues dans la proposition 6.8 permettent de déroulartaule récursive (5.3). En consé-
guence, les espérances des quatre parametres adgitifs, 65 et s, peuvent étre exprimées a
l'aide des mesures fondamentales.

THEOREMEG6.14. (ESPERANCES DES PARAMETRES ADDITIFS DANS LE MODELE DPOIS-
SON). Soit(S, F') une source dynamique probabiliséefet le modéle de Poisson de paramétre
z. Alors les espérances dans le mod@h, S, F') des paramétres de co(t relatifs & la taille d’'un
trie, & la longueur de cheminement d’un trie-tableau, & lajaeur de cheminement d’un trie-liste
(avec des listes ordonnées) et a la longueur de chemineremtrak-abr sont

S(z) = Z [1— (1 + zug)e” "],

weM*

Pa(z) = Z ZUy [1 — €77 ]
weM*

Puz)= Y Y 2Uppsg(l—e )
weM* ieM

Po()=2 30 30 [ — 14 sl

wEM* (5 jem?  wlid]
i<y

00U fi j] = D i Uao-ks €U [5] = D j Uawk-

Nous pouvons maintenant revenir au modéle de Bernoulliega@ix principes généraux de «dé-
poissonisation algébrique» résumés dans (6.7) et (6.8fapliisent la traduction formelle pour
passer des espérances dans le modeéle de Poisson a cellesrdadsle de Bernoulli :

e %= (1—a), ze *—n(l—a)"h

Ainsi les espérances des quatre paramétres additifs damodele de Bernoull(5,,,S, F)
peuvent également s’exprimer uniqguement en termes de eefmurdamentales. Nous rappelons
ici que les deux premiers résultats ont déja été établis apitch 5.

THEOREMEG6.15. (ESPERANCES DES PARAMETRES ADDITIFS DANS LE MODELE DBER-
NOULLI). Soit(B,,S, F) le modele de Bernoulli associé & un nombre fixde mots émis in-
dépendamment par une source dynamique probabi(isé€). Alors les espérances pour la taille
d’un trie, la longueur de cheminement d’'un trie-tableauldagueur de cheminement d’un trie-
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liste (avec des listes ordonnées) et la longueur de cheneined’un trie-abr sont

S0 = 3 [ (0 D) (-]

weM*

Pa(n) = Z N[l — (1 — uw)"_l]

weM*
Z Z U154 (1 — (1 — Ugys)" 1)
weM* ieM
Uw zuwj n
=2 Z Z 1 — U'w‘[i,j]) -1 + nUw‘[i,jﬂ ,
weEM™ (4 ])€M2 w-[i,5]

1<j

OUU . [ij] = D Yawk €U [5] = D j Uew-k COMME AUparavant.

6.5.3 Hauteur de la structure de trie

Considérons un trie classique (ou de fagon équivalente rsgomehybridée avec des tableaux)
produit par une source dynamique probabilié&ef') dans le modéle de Poiss¢R., S, F'). Un

tel trie @ une hauteur inférieure ou égalé ai aucun intervalle fondamental de profondéure
contient plus d’'un mot. La probabilité de cet événement aktuéée grace aux fortes proprié-
tés d’'indépendance qu’assurent le modéle de Poisson. A garta, on a facilement la valeur
moyenne.

Nous rappelons ici des résultats du chapitre 5.

THEOREMEG6.16 (HAUTEUR DANS LE MODELE DEPOISSON). La distribution de la hauteur
d’un trie dans le modeéle de Poiss@R., S, F') est donnée par

7(2) ;= Pr[h < k] = H (14 zuqg)e "M =% H (1 4+ 2Us)

|lw|=k |lw|=k
et 'espérance de la hauteur est
H(z) = B[ P.,S, F] = > [1 - mi(z
k=0

Les formules correspondantes dans le modéle de Bernontloftenues au moyen des principes
de «dépoissonisation algébrique» (6.7), (6.8).

THEOREME®6.17 (HAUTEUR DANS LE MODELE DEBERNOULLI). Soit 7, la probabilité
qu’un trie construit sur um-uplet de mots aient une hauteur inférieure ou égale dans e
modéle de Bernoul(iB,,, S, F'). La fonction génératrice exponentielle des,, satisfait

Z’ﬂ
z) = Zﬂ'kmm = | Hk(l + ZUq) ,
n wl=

est I'espérance correspondante est

E[h; By,S, F| = nl[z" Z H (1 + 2Uq)

k=0 |w|=k
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6.5.4 Séries de Dirichlet associées aux parametres de trie

Les espérances dans le modéle de Poisson et dans le modé&endellB se conforment au para-
digme des sommes harmoniques de la forme

F(z) =Y Aef(m2),

keK

ou les quantité$, }, {ux } sont appelées amplitudes et fréquences et la fongtist la fonction
de base. L'analyse asymptotique de telles sommes met ergesiquement la transformée de
Mellin (déja rencontrée dans la section 8.1). Ainsi la positt la nature des pdles de la série de
Dirichlet associée

AGs)i= 3
keK
constituent I'objet principal d’étude pour obtenir le copnigment asymptotique.
Cette approche conduit a considérer plusieurs séries d@ehl@ird’intervalles fondamentaux.
PROPOSITION6.18 (RIES DEDIRICHLET DE MESURES FONDAMENTALES. Dans le modéle

de Poisson, trois séries de Dirichlet apparaissent poutilies-tableau, les tries-liste et les tries-
ABR

ANFs)= Y u,,  AP(Fs)= > Usesg ul) (6.9)
weM* weM* ieM
APHE ) =2 Y >ttt Uy (6.10)
weM* (i’j.)eMQ
1<J

Des formules modifiées peuvent étre trouvées dans le mod@emhoulli, mais elles ne sont pas
directes comme dans le modéle de Poisson. Nous reviendroos point purement technique au
chapitre 8.

Contrairement au cas des paramétres additifs, la quarpténeant la distribution de probabilité
de la hauteur n’est pas une somme harmonique. Cependaigsoithme l'est,

log mi(2) = — Z ZUgp 10g(1 + 2Uay),

lw|=k

et la série de Dirichlet associée est

AMV(Fs) = Y ul, (6.11)

weMk
correspondant aux branches de profondeur

L'analyse nécessite alors d'étudier les séries de Diricldenesures fondamentales afin d’obtenir
les valeurs moyennes asymptotiques des paramétres. didaafpréciser la position des poles des
séries de Dirichlet définies dans les équations (6.9) eDj@&tlaussi déterminer le comportement
de la famille de séries de Dirichlet (lorsqkevarie) défini dans (6.11). Cela sera fait au moyen
de généralisations d'opérateurs de Ruelle qui joueroriée«d’ opérateurs générateurs» pour les
intervalles fondamentaux.
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Ce chapitre explore en détail I'aspect le plus innovant deedbése. On pratique afin de pou-
voir étudier les séries de Dirichlet des sections précé&damie excursion originale vers I'analyse
fonctionnelle. Lesopérateurs générateurgont en effet créer le lien entre les sources du cha-
pitre 4 et les séries de Dirichlet du paragraphe précédent.dlabord les propriétés algébriques
de ces opérateurs sont présentées. Les multiples sérigacddd a traiter nécessitent I'introduc-
tion d’une généralisation de I'opérateur de Ruelle (legaigéirs multisécants) qui on un pouvoir
d’expressivité plus grand. Ensuite, les propriétés dymefonctionnelle de ces opérateurs sont
examinées. En particulier il faut montrer que les généatilins considérées étendent de fagcon ap-
propriée I'opérateur de Ruelle de base. Ces opérateurssantitous a une propriété de positivité
de type Perron-Frobenius et possedent donc des objetsapedbminants. Ce chapitre propose
une étude assez fine de ces comportements dominants. Leapratiapitre (Chapitre 8) utili-
sera les résultats établis ici sur les propriétés spesttileninantes pour mener a bien I'analyse
asymptotique.
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7.1 Opérateurs générateurs : propriétés formelles (algé-
briques)

Cette section débute par la notion de transformateur deitdefgection 7.1.1). Cet opérateur
s’étend en un opérateur de transfert grace a I'introduction parameétre complexesupplémen-
taire (section 7.1.2). Nous proposons alors une classe&thtgurs de Ruelle généralisés, les opé-
rateurs multi-sécants (section 7.1.3), ou les dérivéearapgsant dans les opérateurs de transfert
sont remplacées par des fonctions sécantes. L'opératéudesglors sur des fonctions multiva-
riées. Les opérateurs construits sur des multi-sécanteseftent d’exprimer un grand nombre
de séries de Dirichlet d’intervalles fondamentaux, toutipalierement celles qui apparaissent au
cours de I'analyse des parametres des tries (sections 7.1.6).

7.1.1 Transformateurs de densité.

Il y a une relation directe entre la dynamique de la soSrdes réponses aux principales ques-
tions soulevées dans la section 6.5.4, et les propriété&trafes d’'un opérateur transformant les
fonctions de distribution de probabilité. Lingrédient base, qui a été étudié dans la théorie des
systemes dynamiques, est la classe @@&ateurs de transfeifs, 87]. Dans sa forme la plus
simple, I'opérateur de transfert associé a un systeme dg@nde base est «le transformateur de
densité»,

Glf1@) =Y [Ri(@)] f o hi(a).

ieM

Le terme le désignant provient de ses propriétés évidersieX :est une variable aléatoire avec
une fonction de densité, alors la densité d&'(X) estG[f]. En d’autres termes, I'opératedr
décrit une étape du processus lié a la source. L'opératenpasante correspondant #terme
est not&jy;) ; il est défini par

Gl fl(z) = [Ri(z)] f o hi(z). (7.1)
Ainsion a
G=7> G (7.2)
ieM

De la méme fagon, un «transformateur de densité» associéygstéme dynamique de Markov
peut étre défini. Il y a maintenantfonctions de densitéf, f,. .., f-) qui correspondent a des
«densités conditionnelles>f;(x) est la fonction de densité au poinjuand le dernier symbole
émis estj. Partant d’une densité initialg, et, aprés une itération de la fonction de décalage
associée au systeme initi&J, on obtient

fi(@) = Wj(@)] f o hyjjo(w).

Plus généralement, la suite de densités conditionngllegs, . . . , /) a une étape de processus, et
la suite de densités conditionnelles a I'étape suivépteye, . . ., g..) sont reliées par une matrice
d’opérateursj qui est construite d’aprés les transformateurs de degsitéssociés a chaque
systéme dynamiqug;. Le transformateur de densifg associé &; agit surf;

Gilfil@) = Y Ihiy (@)] fj 0 iy ().

ieM
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Chaque terme de la somme précédente définit un opératelgrauistesy; ;,

Giij) [f1() = | ()] f o hyjj(), (7.3)

et chaque termgy; ;1 f;] représente la «part» de la nouvelle dengjtqui «provient» de la den-
sité f;. Nous considérons maintenant la matrice Bgnes etr colonnesG dont le coefficient
géneral esgy; ;. Il s’agit de la matrice

G = (Y1) (7.4)
(7 est I'indice pour la ligne, e I'indice pour la colonne). Cette matriggest en fait le transfor-
mateur de densité, puisqu’elle transforme la suite de tensonditionnellesf;, fa,..., f-) &
une étape donnée du processus itératif, en la suite de éensihditionnellegg, go, ..., g,) a

I'étape suivante :

g1 fi

g2 fo
| = ()

9r fr

7.1.2 Opérateurs de Ruelle classiques

Dans tous les cas, que ce soit pour un systéme dynamique el@basarkovien, il s'avére ex-
trémement utile de travailler avec des opérateurs plusrgargappeléopérateurs de Ruelle
Chaque opérateur composante dans (7.1) ou (7.3) dépentemaind’un paramétre complexe

qui s'interpréete dans le cadre de la physique statistiqnente latempérature Cet opérateur est
défini & I'aide de I'extension analytique de |h}]. Les nouveaux opérateurs composantes sont
notés respectivemegt, ;) etg, (; ;)

Gotlf1(2) = hi(2)* f o hi(2) (7.5)

G i) F1(2) = hij (2)° f 0 (). (7.6)

De méme que dans (7.2) ou (7.4), les opérateurs de Ruellensdntenant définis par

Gs = ng,m, g = (gs,[im) (7.7)
=1

dans le cas de base et dans le cas markovien. La dynamiqueakspus est priori décrite pour
une valeur du parametse= 1 (i.e.,G = G1), mais beaucoup d’autres propriétés sont reliées a des
valeurs complexes dedifférentes de 1.

7.1.3 Opérateurs de Ruelle généralisés

Dans [100, 102], Brigitte Vallée a introduit un nouvel outdpérateur de Ruelle généralisétili-

sant desécantesle branches inverses plutot que tlesgentesh/(z)|. L'objet de notre étude, les
tries, nous incite a construire une généralisation plgel@ancore qui utilise dasulti-sécantes

En effet, on s'intéresse a des séries de Dirichlet d'inflgsdondamentaux, et on verra que ces
opérateurs permettent en quelque sorte de les «engendogrérateur hyper-généralisé obtenu,
&, agit alors sur un espace de fonctionsdeariables complexes. Cet opérateur constitue alors
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une extension de degreé de I'opérateur de Ruelle. Dans cette thése, nous auronglEerten-
sions de degrés. = 1, 2, 3 ou4.

Il'y a deux fagons d’étendre une branche invéran une fonction den variables. La premiére,
qui ne dépend que du degréde I'extension, est

Vb (1, - -y zm) = (h(z1), .. ., h(Tm))-

La seconde, notéH[h], doit satisfaire les trois propriétés suivantes,
(i) H, étend lafonction tangentd z)® et sa restriction sur la diagonale coincide avec la fonction
tangente

H,[h|(z,x,...,2) = h*(x) pourtoutm > 1.
-
m 10IS

(ii) H, est multiplicativé dans le sens suivant
Hg[hog|(x1,x2,...,xm) = Hs[h] (g(x1),9(x2),...,9(xm)) X Hs[g)(z1, 22, ..., Tm).
(7i7) Lorsque le paramétreet les pointse; sont tous réelst est positive
Hih|(z1, 22, ..., 2m) > 0.

Certains exemples de telles fonctidils sont particulierement importantes pour notre analyse : ce
sont les applications que nous appelons multi-sécanteset®di partir d’'un ensemble de fonctions
affiness — d; ;(s)

di,j(s)
avec Y dij(s)=s.  (7.8)

1<ij<m

h(x;) = h(z;)

IL'if$j

H[h)(x1,. .. 2m) = H ‘

1<i,j<m

Cette définition étend la notion de fonction séca@te:,v) d'une fonctiong(x) définie par
G(u,v) := }w . Les propriétési), (i), (¢i¢) sont alors clairement vérifiées par les multi-
sécantes ainsi définies.

Chaque opérateur composante dans (7.5) ou (7.6) est mamteéfini grace a I'extension ana-
lytique H,[h;] de la multi-sécantd[h;] relative a la branche invergg. Ces nouveaux opé-
rateurs composantes sont no#s; ou &, ;;) respectivement et agissent maintenant sur des
fonctionsF' dem variables complexes de la fagon suivante

&,.lF] == Hy[hi] F o Vi [hil, 8] [F] = Hslhi;] F o V[l

De maniéere analogue a (7.7), les opérateurs de Ruelle diéaérsont définis par

65 = qus,[i]a 65 = (657[”]])
=1

respectivement dans le cas de base et dans le cas markovien.

10n peut encore écrire plus succinctement cette propriét@ulgplicativité grace a la notatioi;,, [h] (introduite
ci-dessus)

Hs[hog] = Hslh] 0o Vinlg] X Hslg].
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Ces généralisations de I'opérateur de Ruelle constituésttzement des extensions de I'opé-
rateur de Ruelle classique dans le sens suivant f 86t la fonction diagonale dé&, i.e.,

f(u) := F(u,...,u) (m fois), la relation suivante est vraie sur la diagonale= - -- = z,,, = u
G[Fl(u, - - u) = Go[f](w). (7.9)
-
m 10IS

Le cas de la dimensiom = 1 correspond exactement a I'opérateur classique de Raglle

7.1.4 Les trois opérateurs généralisés relatifs aux tries

D’aprés la section 6.5.4 et les équations (6.9), (6.10),1(6les séries de Dirichlet émergeant de
'analyse des tries sont

Sowg, AMED= Y u

weM* weMF

APHE ) =2 3 D i g U 7
weM* (i’j.)eMz
1<]

L>Fs ZZU 4] wz.

weM* ieM

Les deux premiéres séries correspondent aux séries deeadendamentales définies dans la
section 4 et elles jouent d’ores et déja un role central damgand nombre d’analyses portant sur
des problémes liés & des préfixes de mots ; voir [102].

Chague terme de la série de Dirichlet nécessite dans legulemiéres séries (qui font intervenir
le méme opérateur) deux points, qui sont les extrémitésimtert/alle fondamental, trois points
dans le cas des tries-liste ou quatre points dans le caseleshr. En conséquence, les opérateurs
de Ruelle agissent sur des fonctions de deux variables=( 2), dans le premier cas, de trois
variables fn = 3) ou de quatre variablesr( = 4) pour les cas des tries hybrides. Nous les

noterons respectlvemeﬁéA L> etQﬁ< )

La proposition suivante (qui tient plus de la définition eit) fexplicite les opérateurs généralisés
qui seront utilisés dans la suite pour engendrer les intes/®ondamentaux.

PROPOSITION7.1 (CPERATEURS GENERALISES POUR LES TRIgSLes opérateurs généralisés
utilisés pour les triess(, & &) sont définis a I'aide des multi-sécantes

HA [B](21, 22) = (@) = h(z) | (7.10)
r1 — T2
HE ), 29, w5) = | 122) = F(23) ~‘h($1) = i) (7.11)
To — I3 Tl — T2
HP) B (@1, 9, 33, 74) = h(z1) — h(z2) | ‘h(:cs) — h(za) | ’h(l’l) — h(zq) | (7.12)
xr1 — To xr3 — T4 Tl — T4

Ainsi L’opérateur@SéA> appliqué a une fonctiof’ au point(xy, z3) s'écrit

BN [Fl(er,12) = 3 | 1) = hile2)

r1 — T
ieM 1 2

F(hi(l’l), hz(l’g))
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Les opérateurs associés dans le cas des tries hybrides sont

PF) =" HP W] FoVilhl,  &"[F] =" H"(h]F oVslhi].
ieM iem
Ces opérateurs sont définis en calquant leur structure série des mesures d’intervalles fon-
damentaux mis en jeu. C’est I'objet des deux parties quiesuid expliciter le lien entre ces
opérateurs et les séries. Nous allons montrer comment Esitepirs®, engendrent toutes les

branches inversds,, de profondeur quelconque, d'abord dans le cas d'un systgnmemique de
base (Partie 7.1.5), puis dans le cas markovien (Parti@)7.1.

7.1.5 Séries de Dirichlet : cas de base

Du fait de la propriété de multiplicativitéi), le k€ itéré de®, fait intervenir toutes les branches
inversesh,, de profondeut,

6];[F] = Z f_js[hw] Fo Vm[hw]v (713)
weMFE

ol la fonctionH, [h.,] est I'extension analytique de la multi-sécahgh.,).

De méme, le quasi-invergd — &)1, défini comme la somme formelle de tous les itérés de
I'opérateur, représente aldisutesles itérations possibles de I'opérateby, et s’exprime sous la
forme d’'une somme sur toutes les branches inverses

(I=6) ' Fl= Y Hihw] FoVp[hw).
weM*

Elles sont engendrées par I'extension de degré 2 de I'opérateur utilisant la «vraie» sécante
définie en (7.10). appliquée a la fonctiény® = H{Y [F] qui est la sécante de la distribution
initiale F'. Plus précisément, on a

PROPOSITION7.2. (SERIE DE DIRICHLET DES MESURES FONDAMENTALES CAS DE BASEH).
Les séries de Dirichlet pour les mesures fondamentalesatisement de profondeur et de

profondeur quelconque s’expriment a I'aide de I’opérat&':iif4>

k
A Es) = Y, = (81) [LV)0,1), (7.14)
weME
AN(Fs) =Y ug, = (= 6M) T LIY)(0,1).
weM*

Preuve. Il suffit de remarquer que
Uy = [F (o (0)) = F(ha (1))]°.

O

Les deux autres série("), A(P} correspondent aux tries hybrides. Contrairement au @&s pr
cédent, I'ordre des symboles devient important puisquedansidére alors a la fois un intervalle
fondamental et ses subdivisions. En effet, I'ordre suryesi®les de I'alphabet, qui permet d’ob-
tenir un ordre lexicographique sur les mots, ne coincidengasssairement avec I'ordre naturel
sur la partition (topologique)Z,,, }. Nous supposons ici que ces ordres sont «compatiblessg.c.-a
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T T T5 Ty

(i) Application de décalagé’ (i) Application de codager

FiG. 7.1 — Exemple de mécanisme de source sans mémoire assokipeohabilités(z, 1, 1)
illustrant le cas ou la partition topologiqy#,, } n'est pas ordonnée.

gu’ils sont soit les mémes, soit inverse I'un de I'autre.g\jha fonction de codage est soit crois-
sante, soit décroissante et la réunion de tout sous-enselittervalles fondamentaux (de méme
hauteur) correspondant a des branches successives wetséh un intervalle. Un exemple de
mécanisme de source pour lesquels on ne peut pas engantirest A(P) grace aux opérateurs
qui vont étre introduits ici, est représenté sur la figure 7.1

Les fonctions particuliéres utilisées pour engendrerdeies de Dirichlet sont les multi-sécantes
de la distribution initialeF’,

L = O, L = B

) )

ot H{P) et H(L) sont définis dans les équations (7.11) et (7.12).

Cas du codage croissarfbupposons dans un premier temps que le codage soit crofssast
croissante). Nous introduisons pour une branche invegska notation

(P agy) = (inf (e (0), by (1)), SUD(ha (0), s (1))
de telle sorte que l'intervalle fondamenf&], a pour extrémités., et h;;. La mesure de I'in-
tervalle fondamental (appelée mesure fondamentale).gst |F(h,) — F(h,)| ou F est la

fonction de distribution initiale.
On a pour les branches inverses de profondeur 1 (avec uncaplivai pour l'instant),

0=h] <hf=hy <hf=hy <---<hl ,=h <hf=1 (7.15)
puisque les intervalles,, sont en ordre croissant. On a également

Unpei = |F 0 hop(h7) = F 0 hop (h)| €U (i5) = | F 0 hao(hy) = F 0 how(hF)].

2Le cas de l'alphabet fini est aisément transposable au caalpleabet infini en écrivant formellement= oo dans
les formules finales et en posanf, = 1.
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L'opérateur du trie-abr s’exprime en fonction des opénateomposantes

(B)

5,[w] (L3P (21, 22, w3, 24) = HP [hao) (21, 22, 23, 24) X L 0 Vilha (21, 22, 3, 24)

| F o hy(w1) = F 0 hay(22) | | F 0 hay(23) — F 0 hay(24)
- T3 — T4

Tl — T2
s—2

Fohy(x1) — F 0 hy(24)

r1 — T4

Ainsi un terme de la série de Dirichlat?) (F, s) s’écrit

= iU O (LN b B ),

s—2
uw‘iuw‘jU JJw) PREA AR RS IR

w-[i,7]
otuf = |h; —h|,uj =|hy —h]|, U} |h; — h| font référence aux mesures canoniques
des mtervalles fondamentaux de pro#ondeur 1.

Cas du codage décroissant.suffit d’adapter ce qui précede en tenant compte du faitlgse
intervalles disjoint<,,, sont ordonnés de fagon décroissante[8Li]. Les formules précédentes
restent valides si I'on définit symétriquement

(h™, 1) = (sup(h(0), h(1)), inf(h(0), h(1))).
On a l'analogue de I'équation (7.15)
1=hy >hi =hy >hf =hy >--->h/_  =h >h}=0.

Avec cette définition déh—, ht) les expressions des séries de Dirichlet sont alors exantdese
mémes que dans le cas du codage croissant.
Finalement, en définissant le cougle, h*) comme

(h=, 1) = (inf(h(0), h(1)),sup(h(0),h(1))) sile codager est croissant, (7.16)
"7 (sup(h(0), k(1)),inf(R(0), h(1))) sile codager est décroissant, '

on obtient une seule et unique formule pour la medggg; ;) = [F o hy(h; ) — F o hw(hj)|

(voir la figure 7.2 pour une vision plus intuitive de ce fait) qui permet d’établir la proposition

suivante.

PROPOSITION7.3. (EXPRESSION DES SERIES DHDIRICHLET POUR LES TRIES HYBRIDES
CAS DE BASH). Prenant la notation (7.16), pour une sour® F') avec un codage monotone,
les séries de Dirichlet s’expriment sous la forme

AP P sy =2 > wuiUf " (I = &P L (b bt by R, (7.17)
(4,5)eM?
1<J
)=y ul T UL (I = 88N LN b het), (7.18)
1eM

ou dans le cas de I'alphabet infini, on remplace formellement co. Que le cardinal de l'al-
phabetr soit fini ou non vaut 1 ou O selon que le codage est croissant ou décroissast. L
quantitésu; = |h; — h|, Ut = |hi — ht| etUy ;= |h; — h| font référence aux mesures
canoniques des intervalles fondamentaux de profondeur 1.
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h h
1 e 1 e
h(0) h(0)
h(h;r) h(h])
Tow-j Taw-i
- L +
h(h7) h(h)
Zw-[3,j] : Zw-[i,j]
h(hi) h(h})
Zaw-i Tw-j
h(h ) ] h(hj')—
h(1) hfl)
Z; Z; z; Z;
0 0
0---hy mf ny h;r 1 @ 0 h;r n U e
(i) Codageos croissant & branche invergecroissante (i) Codageo décroissant & branche inverge crois-
sante
h h
I L e
h(0) h(0)
h('h; ) h,{h,;r)'*
Top-i Top.j
h(hi) h(h})
Zaw - [i,5] : Zaw-[i,5]
h(h7) h(h;r/
Iw‘j Taw-i
h(nf e )
h(1) h(1)
. Z; Z; . I; Z;
0 hy R hy h]+ 1 = o---nf hy [ S S S
(iii) Codageo croissant & branche inverse décrois- (iv) Codageo décroissant & branche inversedécrois-
sante sante

FIG. 7.2 — Les quatre configurations possibles par rapport asl dervariation de la branche

inverseh considérée (associée au préfixg et par rapport au sens du codage pour le calcul de

lintervalle Z,,.j; -
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7.1.6 Séries de Dirichlet ;: cas markovien

Dans le cas markovien, le coefficigfit j) de lak® itérée de la matricé; met en jeu toutes les
branches: relatives aux motsv = (my, ..., m;) qui commencent paj (m; = j) et finissent
pari (mg = 1).

Pour les séries de Dirichlet liées aux tries-tableau, né@ssahs engendrer toutes les branches
inverses de profondeiét Nous considérons dans un premier temps 'opéraucorrespondant
au systeme dynamique initig)

Gs,110]

s, [20)

&, ijo)

QSS,[T\O]

Si e désigne le vecteur unité de dimensign.e.,’e = (1,1,...1) (r fois), alors’e 9, désigne
I'opérateur de Ruelle généralisé associé a la sobgc®ourk > 1, les opérateurse &+~1 91,
engendrent toutes les branches inverses de profoideturous obtenons I'analogue de (7.13)

e &M, [F] = Y Hi[huw] F o Vin[hw),
weMFE

[+t =) M (F] = 3 Holha] FoVlhul.
weM*

Les formules pour les séries de Dirichlet associées aux mege$fondamentales sont rassemblées
dans la proposition suivante

PROPOSITION7.4. (SERIE DE DIRICHLET DES MESURES FONDAMENTALES CAS MARKO-
VIEN). Les séries de Dirichlet pour les mesures fondamentalegotispment de profondeiret

de profondeur quelconque s’expriment a l'aide des opératétf;A> etM,
-1
AN (F,s) = {1 +te (1 - ®§A>) zm] [L](0,1), (7.19)

A (F,s) =te (®<A>)k71 m, L]0, 1) (7.20)

S

De méme, sk, est lel® vecteur de la base canonique, I'opérateur
te, &1 o,

engendre toutes les branches inverses de proforidelatives aux préfixess qui finissent par

le symbole/. Reprenant la ngtation (7.16), on défi.(ﬁg‘*é, hi_lé) selon que le codaggg relat.if au
systeme dynamiqug, est croissant ou non. On voit apparaitre dans les expresgamséries de
Dirichlet associées aux tries-liste et tries-abr les mestondamentales canoniques étendues au
cas markovien

wly o= by — .

et, de fagon cohérente avec les notations précédentes,mosossU}; ,, = Z{;:i uy, et
Uae = Dk (OA7E
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PROPOSITION7.5. (EXPRESSION DES SERIES DHDIRICHLET POUR LES TRIES HYBRIDES
CAS MARKOVIEN). Prenant la notation (7.16), pour une sour¢g, ') avec un codage mo-
notone, les séries de Dirichlet s’expriment sous la forme

—1
ABNFs) =2 ult Up e~ [1 + ey (1- () sms} (7.21)
0,5
z"<J]'
(LN (g B B B,
-1
A (Fys) = D UL e [I +le, (1-06(1) zm] (7.22)
4
(LN (i hifs B )

En conclusion, comme dans le cas de base, les séries del€&idohcernées pour les tries font in-
tervenir trois opérateurs de Ruelle généralisés (qui saimitenant matricielsx)ﬁé”, e 6P
plus I'opérateur (également matriciel) correspondantyatesne dynamique initiabt,.

L'étude de ces séries de Dirichlet (position et nature désspé@st étroitement liée aux propriétés
spectrales des opérateurs de Ruelle (généralisés) quides@rent. Pour I'étude de la hauteur, le

comportement asymptotique déf” (lorsquek tend vers I'infini) est relié aux propriétés spec-

trales dominantes de I'opérateur de Ruelle”. Lataille et la longueur de cheminement fnt inter-
venir des quasi-invers¢s— &) ~! de différents opérateurs de Ruetig. L'analyse asymptotique
des différents parametres nécessite une localisationsprdes poles de ces séries de Dirichlet.
De tels poles proviennent de valeurssdpour lesquelleg/ — &)~ ! est singuliere, c’est a dire
des valeurs pour lesquellé®st une valeur propre d&,. Ainsi, les pbles de la série de Dirichlet
sont aussi reliés aux propriétés spectrales des opératnansfert.

7.2 Opérateurs générateurs : propriétés d’analyse fonctio-
nelle

Les opérateurs généralisés multisécants appartienreenbddgorie des opérateurs nucléaires (dé-
finis dans la Section 7.2.1) et ont, en particulier, un spediscret. De tels opérateurs, agissant
pourtant sur des espaces de dimension infinie, se compertdrién des aspects comme des ma-
trices finies. Ainsi on peut définir la trace mais aussi le ohéiteant de Fredholm qui généralise le
polynéme caractéristique. Tout d’abord, nous introdusdes opérateurs de composition qui sont
les «briques» de base pour construire des opérateurs déenta@t ont un spectre précisément
connu (Section 7.2.2). Le spectre des opérateurs de traastelors déterminé grace au spectre
de ces opérateurs de composition au moyen de formules @s tf@ection 7.2.2). Les opérateurs
généralisés posseédent également de fortes propriétésiiwigpde type Perron-Frobenius pour
des valeurs réelles du parameétr€ette positivité entraine I'existence de propriétés spkes do-
minantes (Section 7.2.3) qui peuvent étre reliées a |'pigret & la probabilité de coincidence de
la source (Section 7.2.3). La «propriété de quasi-puigsadanne des informations précieuses sur
les itérés de ces opérateurs (Section 7.2.3). D’autresiptép peuvent étre transférées aux séries
de Dirichlet des intervalles fondamentaux survenant darnsatire de I'analyse des tries (Sec-
tions 7.2.4,7.2.3,7.2.5).
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7.2.1 Nucléarité, formule de trace et déterminant de Fredhion

La notion de nucléarité telle qu’elle a été introduite pantBendieck [50, 51] est la suivante : Soit
B un espace de Banach@t son espace dual. Un opérateut: B — B est nucléaire d’ordre 0
s'il admet la représentation

1= wi €}(f) e; pourtoutf € B,
el
avece; € B, ef € B* tel quelle;|| = ||ef|] = 1 et lesu,; p-sommables pour toyt > 0 (i.e.,
> |pilP < +00). L'algebre matricielle peut en grande partie s'étendredels opérateurs. En
particulier, la trace est définie par

Tr £ = Z“Z ex(e;) ouencoreTrKZZ)\i,
el el

ou les); sont les valeurs propres de comptées avec leurs multiplicités algébriques. Les srace
des itérés de sont également bien définies, ainsi que I'analogue du pahgnéaractéristique
appelé déterminant de Fredholm,

TrLF =YX, F(Lu):=det(I —ul):= [J(1 - Au), (7.23)
i€l iel
ol les)\; sont les valeurs propres d& (en prenant en compte les multiplicités). Il existe une
relation importante entre le déterminant de Fredholm erdees des itérés,

oo

det(I — uLl) = exp [Tr log(I — uﬁ)} = exp [ -3 U—I:Tr ﬁk} (7.24)
k=1

En effet, le logarithme déI — £) pour £ de norme inférieure & 1 est défini dag(Il — £) =
> kso(—=1)"L*/k. Ainsi, on obtient

STEIRIRTIE ORI v
k=1 b k=1 &
Z kz)\ Z (1 —u);) =logdet(I —ul).
k=1 el icl

Cette formule étend la formule de Jacobi en algébre mdtdciéog o det = Tr o log. Ces pro-
priétés donnent acceés aux propriétés spectrales deseydraticléaires d’ordre 0.

7.2.2 Spectre des opérateurs
Opérateurs de composition

On considere ici les opérateuwys, relatifs a une branche inverse (cela recouvre le cas de base
avech;, le cas markovierh;; mais c’est également valable pour toute brankhg. Chaque
opérateur composangg 5, défini par

Gonlf] :=h" foh

est un operateur dit de composition. Du fait que chaque beahcsatisfait les propriétés de
contraction(d,) et (d2) de la définition 4.1, il existe un voisinagédeZ = [0,1] tel queh
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et |h’| se prolongent analytiquement sWt h envoie la fermetur® de ) dansV strictement; il
existed < 1 pour lequeD < |h(z)| < é pour toutz € V.

Deés lors, I'opérateug; ,, agit sur I'espacel (V) des fonctions qui sont holomorphes dans le
domaine) et sont continues sur la fermetweMuni de la norme sup

1/1] = sup{|/f(w)l; u € V},

A (V) est un espace de Banach. De tels opérateurs ont été étugigsivement par plusieurs
auteurs (Schwartz [88], Shapiro et Taylor [92], Shapird)91

Chague branchiesatisfaisant les conditiorid; ) et(d») de la définition 4.1, 'opérateur généralisé
&, 1, agit sur I'espacé@l (V) des fonctiong” qui sont holomorphes sur le domainé" et sont
continues sur la fermetué” . Muni de la norme-sup

[|[F|| = sup{|F (w1, u2, ..., tum)|; (u1,us,...,um) €V},

A (V) est un espace de Banach.

Tous les opérateurs de composition (étendus grace adattdin de multisécantes);, ;, relatifs

a la méme branche invergeont les mémes valeurs propres. Cependant le degdé I'exten-
sion considérée (le nombre de variables considéré desidasciur lesquelles on va appliquer
I'opérateur) détermine les multiplicités de ces valeuoppes.

PROPOSITION7.6.Soita(h) = h(h) la valeur deh au point fixeh de i ete(h) le signe de la
dérivéeh’ surZ. Le spectre de I'opératew; j, extension de degré, est alors formé des valeurs
propresyu, (¢ > 0),

pe = a(h)*[e(R)a(h)]". (7.25)

Chaque valeur propre:, apparait dans le spect8p &, ;, avec une multiplicité(";":l). Par
conseéquent, la formule de trace pasig , donne

B a(h)®
N (e

Preuve. La preuve utilise un théoreme de Mayer [74] et le générallisela notationMulti [A]
désigne I'ensemble des multiensembles construit sur léensembled. Plus précisément, pour
un multiensemblel = {a1, as, as, ..., a,}, (0uI'égalité entre les symboles est possible), on a
avec des notations empruntées aux langages réguliersaghttéduites au chapitre 6

Multi[A] = J] a;.

1<i<r
THEOREME (MAYER). Soit 2 un ouvert deC™, et B, (Q2) I'ensemble des fonctions qui sont

holomorphes suf? et continues suf. SoitR,, 'opérateur défini surB..(Q) par Ry[f] =
¢ f o1, 00¢ € By () ety envoie strictemerf? dans lui-méme. Le spectre @&, est

Sp(Rg) = ¢(2) - Multi [Sp(¢'(2)]

ou z est 'unique point fixe dé dans() et est la différentielle de).
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Les opérateur composani®s ;, remplissent bien les conditions du théoréme : leurs spestet
précisément déterminés. Il est a noter que dans le cadrarg®yse des tries, seuls les extensions
de degrén = 1,2, 3,4 nous intéressent.

Dans le casn = 1 ou l'opérateu®, ;, coincide exactement avec I'opérateur de Ruelle usugl
le théoréme précédent s’applique avee 1, v = h, etSp(v’(z)) = {h' ()} = {e(h)a(h)},
si bien que

SpGon = {a(h)*(e(h)a(h))* | € € N}
est exactement I'ensemble desdéfinis dans (7.25).

Dans le cas général ou 'opératatiy ;, agit sur un espacesa variables (extension de degré),
le théoreme de Mayer s’'applique avec

¢ =Hy[h], ¢ ="Vpulhl.

La différentielle ¢'(z1,...,2.,,) est alors la matrice diagonale avec des coefficients
W (x1),h (x2),...,h (zm). Le point fixe deV,, [h] est le pointh, h, ..., h), Si bien que

Sp Vi, [h) (hh, ..., h) = {h'(R)}™,

ou la notationA™l désigne le multiensemble obtenu en répétanfois chaque élément du
(multi)ensembled. La multiplicité de la valeur proprg, dans le spectre d8; ;, est alors égale
au nombre de mots de longuéidlans le langage;as - - - a’,, c.-a-d.

= (i)

En conséquence, on obtient des formules de trace faisamvémir la quantitéx(h) = ﬁ(ﬁ)

a(h)?

8o = T (i)™

O

Ainsi, les spectres d§; et &, ) contiennent les mémes éléments. Nous comparons mainte-
nant ces spectres de fagon plus précise, grace aux formalgaa®. Avec la notatiop,,(¢) =
(e;m 2) la trace de I'opérateur généralisé peut étre expriméddelde la trace de I'opérateur
classique,

Trgsh
Tr &) = E Pm (€ (h)  Tr G,
" (1 —e(h)a(h >0 "

Nous introduisons donc la version signée de I’opérateumdél&classiqués dont les opérateurs
composantes sont définis en introduisant le sigh¢ de la dérivée)’,

G i) = e(hi) G . (7.26)
La propriété de multiplicativité depour les branches inverses

e(hog) = e(h)e(g)
entraine alors

Gk = Z €(haw) Gs h Z Gooy- (7.27)

weMk weMFk
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La trace de I'opérateur généraligg ;, dans une extension de degné est exprimée a l'aide des
traces des opératews, ¢ .n, Gs+e.h,

Tr@sy;L:E () Tr Goyo + § P (0) Tr G- (7.28)
£ pair £ impair
>0 >0

Opérateurs de transfert

A ce stade, I'espace fonctionnel sur lequel agit I'opénateudoit &tre précisé. L'opérateur est ici
déterminé par un entier. (le degré de I'extension) et une fonction mulisécakite(ou plutot son
prolongement analytique). Dans le cas markovien, nousliraiisrons au cas des alphabets finis,
mais autoriserons un alphabet qui soit infini dénombralie tlacas de base. Dans cette situation,
la possibilité de choisir le méme ensemble ouvégour toutes les branchésen conjonction
avec la condition de convergen@g) entraine de «bonnes» propriétés pour I'opérateur de Ruelle
&, ou s appartient au demi-plan de convergefites) > ~. Nous noterons dans la suit&
lintersection deV avec I'axe réel. La multisécantd, [h] définie dans (7.8) a une partie réelle
strictement positive suw™ (car elle est positive siF™ et ne s’annule pas sW"), et I'opérateur

& est bien défini pour tout nombre complexdans le demi-plaike(s) > .

Dans le cas de base, les opérate@biysgissent sur I'espaét.. (V) définicomme I'ensemble des
fonctions qui sont holomorphes suf* et sont continues sur la fermetdé’, muni de la norme-
sup. Dans le cas markovien, les opérateiysagissent sur I'espac#.,(V)". Ces deux espaces
fonctionnels sont des espaces de Banach. Les opérateypssantes ; ;, sont nucléaires d’ordre
0, donc les opérateurs, sont nucléaires d’ordre 0. En particulier ils sont bornéspacts et
leurs spectres sont discrets (sauf au point d’accumulatidd).

La proposition suivante met en relation le spectre des tgérmgénéralisés avec les spectres des
opérateurs classiques (signés et non signés).

PROPOSITION7.7.Le spectre de I'opérateur de Ruelle générals¢est en relation avec celui
des opérateurs classiqués, G

Sp&, = | [ SpGen)?@ | U | U (Sp g~s+g)[p’"(l)] |

£ pair £ impair
>0 >0

oup,,(¢) = (l+m+2). Ici, la réunion est prise au sens de la réunion des multierides et la no-
m—2

tation Al”! désigne le multiensemble obtenu en répépefots chaque élément du (multi)ensemble
A.

Preuve.Dans le cas markovien, la trace dti itéré deg, (resp.®;) est la somme des traces
des éléments diagonaux de la matrige (resp.®*); Ces éléments diagonaux mettent en jeu
uniguement des branches inverggs qui sont cycliques : ce sont les branches inverses pour
lesquelles les préfixes associés commencent et finissele p@me symbole. Finalement, dans
les deux cas, les formules de trace font intervenir I'ende@p(défini dans la section 4.4) qui est
I'ensemble des préfixes de longuéyidans le cas de base) ou I'ensemble des préfixes de longueur
k qui commencent et finissent par la méme lettre (dans le cdsonian),

Trgf = Z Trgs,[w], TI"@I: = Z Tr(’j&[w].

weCy weCy
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Dés lors, la relation (7.28) s'étend aux puissances (oé@s)étes opérateurs de transfert,

Tr ij Z pm TI‘ gs+l + Z pm TI‘ gs+l

£ pair £ impair
£>0 £>0

Gréce a la formule de la trace (7.24), le déterminant de et (s, u) := det(I — u®,) peut
étre exprimé en termes de traces d'itérés des opérateurs

log det(I — u®;) E:MI ) log det (I —u%H%%E:zm@ﬂ%dﬁU—u@H)
£ pair £ impair
>0 >0

Le déterminant de Fredholm de I'opérateur de Ruelle géisérél agissant sur un espace fonc-
tionnel &m variables satisfait alors

~ Pm (Z)
det(I —u®,) = [] [det(/ —uGero)" T] [det(f —uGsip(e)) ,
£ pair £ impair
>0 >0
ce qui donne finalement la relation entre le spectrédet les spectres dg, et g}. [l

7.2.3 Positivité
Propriétés spectrales dominantes pous réel (Perron-Frobenius)

Lorsques = o > ~ est réel, les opérateuds, &, satisfont de fortes propriétés de positivité de
type Perron-Frobenius [65].

PROPOSITION7.8.Pour s > ~ réel, chaque opérateut possede une unique valeur propre
dominante (i.e., une valeur propre de plus grand modulg) positive et de multiplicité égale
al.

RemarqueEn fait on peut montrer plus. Dans le cadre de l'analyse des,ton aura besoin
de savoir que toutes les extensions considérées ont la melee propre dominante. Cela fera
I'objet de la proposition suivante 7.13.

Preuve. Soit B un espace de Banach, réel ou complexd{et B. L'ensembleK est un cone
propre sip K C K pourp > 0 et K N —K = {0}. Un cdne propre est dit reproductif si
B =K — K, i.e., tout élémeng de B est la différence de deux élémentsidelLe coneK définit
un ordre partie€ dansB : z < y ssiy —x € K.

Un opérateur linéair€ : B — B est positif par rapport & ssi LK C K, ce qui signifie que
T laisse le cdne invariant. Saity € K, uy # 0. Un opérateur positiC : B — B est appelé

up-positif, pouruy dans Fintérieurk de K, s'il existe pour toutf € K\ {0}, deux entierp, ¢ et
deux réelsy, 5 > 0 pour lesquels on a

oup < LP[f] et L[] < B uo, (7.29)

ou l'ordre est défini par rapport& : f < g & g — f € K. Ces notions étant définies, on peut
énoncer le théoréme de Krasnolesjii dans une formulatioviaeer dans [5].
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THEOREME DEKRASNOELSKII (POSITIVITE). Soit £ : B — B un opérateur compact-
positif. Alors £ satisfait une propriété de type Perron-Frobenius : il a urique vecteur propre

dansK et la valeur propre correspondante est simple, positivdegnodule strictement supérieur
au module des autres valeurs proprestie

Nous appliquons tout d’abord le résultat de Krasnoselsky popérateuiG, dans le cas de base.
Nous commencons par préciser les espaces fonctionnelsléods Nous avons déja défini I'es-
pace de BanacH (V) des fonctions holomorphes suiret continues sub. Nous définissons
lintervalle Vg = V N R et le sous-espace réédl, (Vr) des fonctions del (V) a valeurs réelles
sur l'intervalleVg)

Asc(Vr) = {f € Ax(V) | f(2) € R pour toutz € R}.

Clairement, A, (Vr) est un espace de Banach réel avec la norme sup induite. fese
AT (Vr) C A (V) des fonctions positives sur 'intervalé;

ALY (Vr) = {f € Ax(Vr) | f(2) > 0 pour toutz € R} .

Pour s réel, G, agit surAX (Vr) qui est un céne propre est reproductif. Sest une fonction
positive surVg, pf avecp > 0 I'est également : le cone est propre. Toute foncifoa AZ (Vr)

peut s’écrire2 f — f, ce qui prouve que le cone est reproductif. L'intérieur due:él, est formé
des élémentg € AL (Vr) qui sont strictement positifs sur le segment de I'axe dels iée

La démonstration de la proposition nécessite plusieugseétgue nous formulons a l'aide de
lemmes. Le premier lemme concerne I'opérateurla restriction dej,; au sous-espacé..(Vr).

LEMME 7.9.L'opérateurG, définit un opérateug,g nucléaire d’'ordre 0 dans I'espace de Ba-
nach réeld.,(Vr) dont la trace est

Tr gsR =Tr gs-

Preuve.En effet, nous savons qug est un opérateur nucléaire d'ordre 0 ([74]) et admet la
représentation

Golf1 = pi €f(f) e; pourtoutf € A (V),
el
avece; € A (V), ef € Ao (V)™ tel quelle;|| = ||ef]| = 1 etlesu; p-sommables pour togt > 0
(i.e.,>” |ui[? < +00). La définition de I'opérateuy, a I'aide des branches inverses contractantes
a valeurs réelles permet d’établir que Jgspeuvent étre choisis réels, lesdansA., (Vr) et les
ef a valeurs réelles sud . (Vr). Ainsi les deux opérateug; et G,z ont exactement la méme
représentation. Cela montre que la trac&gdea la méme expression que celle@le O

Nous voulons montrer que les opérateiy®tG,r ont le méme spectre. Le spectre de I'opérateur
G.r dans I'espacel,(Vg) est par définition le spectre de I'opérat€lir dans le sous-espace
Aco(VR) + 1A (Vr) de A (V). Par ailleursgr est également un opérateur nucléaire d’ordre 0
dans cet espace complexe qui est trivialement un sous-edpdEspace de Banach,, (V).

Ainsi chaque valeur propre de I'opératei: est également une valeur propre de I'opératgur
dansA. (V.

Désignons pall I'ensemble des valeurs propres@edifférentes de 0 qui n'appartiennent pas au
spectreSp Gsr. Les deux opérateurs étant nucléaires d’ordre 0, on a

TGl = Y AL etTrgr= > A'4) .

AESP Gsr AESP Gsr AETY
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Grace au lemme 7.9, nous avons alors que pountoutl,
doar=o.
AEY

On peut alors appliquer le lemme issu de [73]

LEMME 7.10.SoitY un ensemble de nombres complexes tel9gyey [A| < coet) . A" =
0 pour toutn > 1. Alors A = 0 pour tout € T.

Preuve. Le fait que}, .y |A| < oo implique que, pour suffisamment petit, la fonction sui-
vante est holomorphe

g(z) = eXpZ% Z PNFA

=1 AET

Puisque)_, . A" = 0 la fonction est dong = 1. On calcule le terme droit de I'égalité pour
suffisamment petit

esz% Z A" = H (1—Xz)7 L.

i=1 AEY AEY

Cette fonction doit étre une série entiére sur tout le planglexe, puisque le terme gauche de
I'égalité I'est. Cela est possible seulemeni st 0 pour touth € T. O

Ceci montre le lemme suivant.
LEMME 7.11.Les spectres des opératediset G.g sont les mémes.
Les spectres des deux opérateurs étant identiques, ildeiffiiractériser le spectre dgs.

LEMME 7.12.L'opérateurGr : As(Vr) — Aoo(Vr) estup-positif par rapport au condd =
Ao (VR).

Preuve. Les branches inverses étant contractantes, il est claigguéaisse le cone invariant et
donc que I'opérateur est positif. Désignons palta fonction constante égale a 1. Alors clairement
ug € K etug # 0. Soitf € K (f # 0). En posantyy = sup, .y, [|Gs[f](2)[, 0ona

Gs[f] < ayuo. (7.30)
On a donc montré la borne supérieure de (7.29).

Pour la borne inférieure, soft€ K C {0} et supposons que, pour tout entief existez,, € Vg
pour lequelG”; [ f](x,,) = 0. Alors, f vaut 0 en chaque poirit(z,,) associé a une branche inverse
h de hauteup. Dans le cas de 'alphabet infirfi,s’annule donc en une infinité de points distincts.
Etant analytique, la fonctiorfi est donc identiquement nulle. Dans le cas d’un alphabetléini,
nombre de points oy s'annule est également non borné (il suffit de faire crgijrd.a encore,

la fonction f est donc nulle. On aboutit a une contradiction, il existeapmel que pour tout

x € Vg, G%[f](z) ne s'annule pas. Posofi$ = inf,cy, G2 [f](x). Ainsi nous obtenons

wlf] 2 Bruo, avech; > 0. (7.31)

Les équations (7.30) et (7.31) entraine le fait gue estug-positif (voir [65] pour plus de détails
sur les opérateunsg)-positifs). O
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Le théoreme de Krasnoselsky s'applique dorg@. L'opérateurG.z (et doncg,) admet donc
une unique valeur propre dominanikgs) strictement positive. On peut choisir le vecteur propre

dominanty; dans le cénéo{, c.-a-d. que), est strictement positive siz. Ce vecteur propre est
également propre pogr;.

Cette preuve se généralise au cas markovien en considéspadeA. (V)" et aussi au cas des
opérateurs généralisés en considérant les espagcél) et (V)". O

A priori, cette valeur propre dominante est dépendantestédhsion choisie. Nous prouvons dans
cette section que toutes les extensionggdpartagent la méme valeur propre dominante.

L'opérateur®; étant compact, son spectre est discret et il y a un «sautrapeentre la valeur
propre dominante et le reste du spectre. Cela permet de gésen®, sous la forme
G = A(s)Ps + Ns.

Ici, P, est la projection sur le sous-espace propre dominamiegst un opérateur relatif au
reste du spectre. L'opératedi, a donc un rayon spectral strictement inférieur & la valeop@
dominante.

De fagon plus général&” se décompose comme
&% = \(s)F P, + NE. (7.32)

Cette relation est vraie en particulier pour I'opérateuRielle classiqug,; dont la valeur do-
minante est notéa (s). Les relations précédentes, ainsi que les propriétés daviiésde la
projection sur le sous-espace propre dominant, entraieeggalités

A(s) = lim &C[1](0,...,0)  Ai(s) = lim GF[1](0),

k—o0

La relation (7.9), exprimant qué, est une extension dg,, entraine I'égalité\(s) = A1 (s);
Ainsi tous les opérateur, ont la méme valeur propre dominarkes).

La projectionf3; sur le sous-espace propre dominant peut étre écrite
PBs[Gl(x1, ..., xm) = ES[G) Vs(21, ..., Tm),

ol ¥, est la fonction propre dominante dg,, et £, une forme linéaire. La formule (7.9) nous
permet de relier ces objets spectraux dominants des op&sagénéralisés aux objets spectraux
dominants de I'opérateur de Ruelle usgg] c.-a-d., la fonction propre dominanig et le pro-
jecteur dominangy,

Ue(u,u, ..., u) = s(u), E;[G] = e;[g] si g est 'application diagonale d&.
Nous avons donc prouvé :
PROPOSITION7.13.Les opérateurs généralisé@s, ont tous des propriétés spectrales domi-
nantes. lls partagent la méme valeur propre dominaxte), et leurs autres objets spectraux
dominants (les fonctions propres dominanteset les projecteurs dominants;) sont des exten-

sions des objets spectraux dominants pour I'opérateurstdae G, (qui n’est autre que le cas
particulier de I'extension de degré = 1)

Ue(u,...,u) = ps(u), E;[G] = e5[g] ol g est I'application diagonale dé&.
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Propriété de quasi-puissance

La série de DirichIeIA,iA> (F, s) associée au trie-tableau est un cas particulier pour legues
fournissons dans la suite des résultats plus précis quntsatibes lors de I'étude de la hauteur
(théorémes 8.7 et 8.8 du chapitre 8).

PROPOSITION7.14 (RROPRIETE DE QUAStPUISSANCE). Soito > ~ un réel. Pour toute distri-
bution F' associée a une densiféc A, (V) strictement positive s = V N R, il existe une
constante positive telle que

A
p= lim Al(“ >(F’U)

b 00 W . (7.33)

Soit (o) le module d’'une valeur propre sous-dominantedlg et v une constante telle que
v > p(o). Alors, il existe trois constantes strictement positives, ¢, telles que, pour tout > 1

aXo)F <AM(F o) < B0k, A (F o) — pAo)k| < s

Valeurs particuliéres

Pours = 1, I'opérateur de Ruelle classiqék est défini (puisque, par la conditidd,) de la
définition 4.1,y < 1) etG,; est un transformateur de densité. Cette propriété fouesifarmules
explicites pour certains objets spectraux au peiat 1.

PROPOSITION7.15 (MALEURS PARTICULIERES. La valeur propre dominante en= 1 vaut 1,
le projecteur dominarnt; degG, ens = 1 satisfaite; [f] = fol f(z) de.

Preuve. Puisque les intervalles fondamentaux de profondeforment une quasi-partition de
lintervalle Z = [0, 1], on en déduit I’ég::ilité\,i“‘> (F,1) = 1 pour toute fonction de distribution
F, etdoncA(1) = 1. De plus, I'opérateug; est un transformateur de densité : pggr) > 0 ou

T estréel,

/ng[f]@)dt:/O f(t)dtzel[f]/o n(t) dt + O(pb),

permet d’obtenie; [f], si 'on suppose queé; est définie comme une fonction de densité satis-
faisant la condition de normalis;atiqu1 ¥1(t) dt = 1. L'expression du projecteut; peut en étre
déduite grace a la propriété d’extension donnée dans leopitigm 7.13. Puisque I'application
diagonale relative &7, [F] est exactemerft’ = f, on obtient quew, [H1[F]] = e1[f]=1. O

L'entropie et la probabilité de coincidence sont définias(ga), (4.9) comme limites de quan-

tités faisant intervenir des séries de Dirichlet & profamdixée. La propriété de quasi-puissance
(7.33) fournit alors directement des expressions poutrigrie et la probabilité a partir des objets
spectraux pous = 1 ets = 2.

PROPOSITION7.16 (ENTROPIE ET PROBABILITE DE COINCIDENCE. L'entropie de la source
est égale a I'opposée de la dérivée de~ A(s) ens = 1, tandis que la probabilité de coin-
cidence est égale &(2).
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7.2.4 Rayon spectral et valeur propre dominante

Du fait des propriétés spectrales dominantes, la fonct@eur propre dominante— A(s) joue

un réle central dans 'analyse. Cette section établit ddntgmtes propriétés qui seront utilisées
pour I'analyse des parameétres de trie. Tout d’abord, oteg’aé a des propriétés d€s) pour

s réef. Ensuite, en un point dans le demi-plan complexge(s) > o, on compare le rayon
spectrabi(s) de®; et la valeur propre dominaniéo) de®,, (qui est également la valeur propre
dominante d&j,).

PROPOSITION7.17 (RROPRIETES DE LA VALEUR PROPRE DOMINANTE Soit v la constante

intervenant dans la conditiofi/s ) de la définition 1. Les propriétés suivantes sont vraies :

(i) Lafonctions — A(s) est strictement décroissante le long de I'axe réel .

(#4) Sur chaque droite verticalBe(s) = o, I'inégalité 5(s) < A(o) est vraie.

(#4¢) Dans le demi-plaRe(s) > o, les inégalités strictei(s) < A(o) sont vraies.

(iv) SilégalitéM(s) = A(o) est vraie pours = o + it,t # 0, alors & a une valeur propre
A = €@ )\(0) qui appartient au spectre dg,.

Preuve. (i) La relation (7.33) permet d’exprimer la valeur propre doamite comme la limite
A(s) = lim A, 5)VE,

D’apres les propriétégl; ) et(d2) de la définition 4.1 des sources dynamiques, il existel pour
lequel|h/(x)| < § pour toute branche inverse de profondeur 1, et toutaréel[0, 1]. L'inégalité
|h(0) — h(1)| < 6* est donc vraie pour toute branche inverse de hadtetidémontre l'inégalité

A(s +u) < 0% A(s) < A(s).

La fonction\(s) est bien strictement décroissante sur I'axe réel.

(i) D’apres I'expression du spectre @e donnée dans la proposition 7.7, le rayon spe&tra)
de®, dépend des rayons spectraidifs + 2¢) etﬁ(s +2¢+1) des opérateuig, etG, pour! > 0.
Nous commencgons donc par démontrer la propriété suivante ;

LEMME 7.18.Sur la droiteRe(s) = o, le rayon spectralﬁ(s) de I’opérateur_C?S et le rayon
spectralR(s) de I'opérateurg, satisfont

R(s) < X o), R(s) < A(o). (7.34)

Preuve. Cas de bas€onsidérons tout d’abord le cas dg. Soits un complexe et = Re(s).
Soit A une valeur propre d§, et A(c) la valeur propre dominante d&,. On considére égale-
ment les vecteurs propres correspondaat f,. Cette fonctionf,, est strictement positive sur le
segmendk. On normalise les fonctionget f, en imposant

(i) Les deux fonctions vérifient I'inégalité

fo(x) < |f(x)| pour toutx € Vg; (7.35)
(79) Il existexy € Vg tel que la borne dé) est atteinte

fo (o) = [f(0)|. (7.36)

3La fonction A(s) n'est définie que pous réel. Grace a la théorie de la perturbation, on peut la pgaoanalytique-
ment dans un voisinage de I'axe réel.
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On a alors
INF(@o)| = |Gl £l(@o)l = | Y hiz0)* f o hilwo)l < D hi(wo)” |f o hi(zo)|  (7.37)
ieM ieM
< hil0)7 fo 0 hi(mo) = Mo) fo (w0), (7.38)
ieM

et la définition dexy prouve l'inégalité\| < A(o).

Cas MarkovienPour I'opérateugj; dans le cas markovien, nous considérons les mémes objets :

A est une valeur propre dg; et f = (f1, fa,..., f-) désigne un vecteur propre relatifa

De la méme facon, le vecteyt, = (fo.1, fo2,---, for) désigne le vecteur propre dominant

relativement &\ (o). Ce vecteur a des composantes strictement positives sagifeentVx. De

plus, on peut normaliser les vecteurs propres en imposant

(7) Pour toutl < ¢ < r, les composantes du vecteur progfieet f,, vérifient I'inégalité
foi(z) < |fi(z)| pourz € Ve

(#7) Il existe un indicel et un pointzy € Vg tels quef, ¢(zo) = |fe(xo)| (la borne dei) est
atteinte pour une des composantes).

On a toujours

X fe(zo)| = | Y hgyj(o)® £ 0 hapj(o)l <Y hags (o) | £ © heyj(o) (7.39)
JEM JEM
<Y g (@0)7 fag o haj(w0) = M0) foe (o), (7.40)
jem

et la définition du point:y et de I'indice? prouve l'inégalité| A\| < A\(c). La propriété (7.34) est
prouvee pour 'operated; ; il est clair que la preuve peut s’adapter facilement panypérateur

Gs- U
Revenant maintenant & I'opératafig, la formule du spectre de la proposition 7.7 et la stricte
décroissance dkle long de I'axe réel permettent de prouyer) et (iv). O

7.2.5 Singularités du quasi-inversél — &,)! et «périodicité»

Comme il a été expliqué a la fin du chapitre 6, il est nécesdaiomnnaitre précisément la position
des péles des différentes séries de DiriclléF’, s). Nous rappelons qui(1) = 1. D'aprés la
propriété(iii) de la proposition 7.17 I'opératelli— & est inversible dans le demi-pl&e(s) >

1. Ainsi, 'opérateur(I — ®,)~! est analytique dans ce demi-plan et admet un pole simple en
s=1.

SiI'on se concentre davantage sur le comportement de cedtepé sur la droit®e(s) = 1, s #

1, on peut définir lepoints particuliers ce sontles points = 1+it, avect # 0 pour lesquelles le
spectre d@ contient une valeur propre égale a 1. L'asserfian de la proposition 7.17 prouve
gu’en ces points particuliers, le spectre des opérateassiguesj; ou G, contient une valeur
propre égale a 1. Les résultats suivant, qui étendent delsatssde [26], [81], [100], donnent une
caractérisation des points particuliers et décrit les dgpas de comportement qui peuvent étre
rencontrés.

PROPOSITION7.19 (SNGULARITES DU QUASI-INVERSE). L'opérateur &, a seulement deux
comportements possibles sur la ligRe(s) = 1:
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(i) Cas apériodiqud.’opérateur®, n'a pas de points particuliers, et 'opératedr— & est
inversible sur le demi-plaRe(s) > 1 privé du points = 1.

(ii) Cas périodiquel’'opérateur®, admet des points particuliers. Ces points sont alors régu-
lierement espacés sur la ligne, et de la forine kit, k € Z. L'opérateur(I — &,)~! a un
poble simple en chacun de ses points particuliers, et il existe bande a gauche de la droite
Re(s) = 1 qui ne contient pas de poles pour cet opérateur.

Preuve. La propriété(iv) de la proposition 7.17 montre gu'’il suffit de considérer le da I'opé-
rateurg,. L'assertion(i) estimmédiate deés lors qu'il N’y a pas de points particulgensla droite
s=1+1t.

Pour(i¢) supposons que = o + it est un point particulier et que I'opératgy admet\ = A(o)
comme valeur propre. Il y a deux cas a considérer : le cas aedbdes cas markovien.

Cas de baseNous gardons les notations utilisées dans le lemme 7.18rdgi@gphe 7.2.4. La dé-
monstration ne dépend pas de la valeus deais notons que = 1, A = \(0) = 1. Les fonctions
f et f, sont des fonctions propres (normalisées par les condifi@Tset 7.36) respectivement de
g, etG, (aveco = Re(s)).

Dans un premier temps, nous montrons ¢t f,, coincident en module sy, 1] (i.e. |f(z)| =
fo(x) sur[0, 1]). Nous considérons le point ou I'on a I'égalité

fo(w0) = [ f(w0)]-

De cette égalité ainsi que de I'égaljtd = \(o) nous déduisons que les inégalités (7.37), (7.38)
deviennent une suite d’égalités en

IMf(@o)l = | D hy(xo)” " fohj(zo)| = D hj(x0)7 |f 0 hy(0)| (7.41)

JEM JEM

= 3" hy(20)7 fo 0 hj(wo) = M0) fo (x0). (7.42)

JEM
Pour toute branche inverge de profondeur 1, I'égalité
|fohj(zo)] = foohj(xo)

est vraie, et un argument inductif prouve que la fonctionlgadonctionsf et f, sont de méme
module en,, (zo) pour toute branche inverég, de profondeur quelconque. Tout réetie [0, 1]
étant la limite d’une suite de points, (o), on obtient I'égalité

|f(z)| = f,(z) pour toutz dansf0, 1].

Introduisons la fonctiom définie par

_ f@)
fo()

Les égalités (7.41), (7.42), maintenant vraies pourtode [0, 1], entraine la relation

> hi@) N fohi(x)| =1 hyi(x)7f o hy(a)].

JEM JEM

() : , (sibien queu est de module égal & 1 sfir, 1]). (7.43)
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La suite{a; (z) := hi(z)7 T f o hy(z)}ier satisfait I'égalité] Yiem @i(@)| =D e pq lai(z)].
Il existe donc une fonctiofi(z) (de module 1) telle que

ai(x) = 0(x)|a;(x)| pour toute branche inverdg de profondeur 1 (7.44)

En sommant pouj € M, on obtient une égalité qui donne I'expressiorfde) (en utilisant que
[f (@) = fo(x) pourz € [0,1])

Zje,/\/t ai(x)

Y jem lai(z)]

Zje/\/l hj (1’)0+itf o hj(z)

0(x) =

Zje/\/( h; (x)afo ohj (m)

= E—(z)“u o h;(z), pourtouth; de profondeur 1 (7.45)

et, plus généralement,
ﬁw(x)“u o hy(z) = p(z), pour touth,, de profondeur quelconque  (7.46)

Ces égalités se prolongent analytiquementlsifen considérant le prolongement analytique de
). Par conséquent, les opératedys,, admettent toug comme fonction propre avec la valeur
proprel. La section 7.2.2 et I'équation (7.46) montrent guest une fonction propre dominante
de tous les opérateurs composanigs,, associee a la valeur propte

On sait d’apres la section 7.2.2 que la valeur propre donende G, [, est a(w)® (avec

a(w) = alhy) = ﬁw(h_w), h le point fixe deh,, — voir la proposition 7.6). Nous en dé-
duisons les relations

a(w)™ =1, pour toutw € M*.
Le déterminant de Fredholm satisfait alors, d’apres (7/23klation
F(s+it,u) = F(s,u).

L'opérateur admet donc des points particuliers réguli@mrespacés sur la droide= o + it. Les
propriétés du rayon spectral gg et de)(o) assurent enfin qu’il y une bande & drdite(s) = o
qui est libre de points particulietsCas markovienA nouveau, nous reprenons les notations du
paragraphe 7.2.4. L'égalité¢ = \(o0) transforme la suite d’inégalités (7.39), (7.40) en uneesuit
d’égalités
A fe(xo) =D huyj(wo)® f 0 hayj (o)l =Y hay(x0) |f; © heyj(o)] (7.47)
J

J

= Z%Z\j(%)g fo,5 0 hej(w0) = M) fo,e(20). (7.48)

J

4Voir [102] pour une caractérisation encore plus précise darcas de la fonction propre des opérateurs composantes.
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En particulier, pour tout symbolg nous en déduisons I'égalité

|fj © hepj(wo)| = fo,5 © hypj(o)-

Introduisons les fonctions

pj(x) = fi(@)/ fo,5(2)- (7.49)

La quantitéy; est alors de module 1 au point := hyj;(zo). En écrivant la suite d'égalités
similaire & (7.47), (7.48) mais en tenant compte de la mafi; (x;)| = 1, nous obtenons

|fe o hjje(zi)| = fo00 hje()),

et finalement, un argument inductif prouve que les quantité§ € M) sont de module 1 sur
[0, 1]. La suite d’'égalités (7.47), (7.48)), maintenant vraiesrgoutz € [0, 1] et tout symbolée,
prouve la relation

ﬁl‘j(m)“ 11 © hyjj(z) = pe(x),  pour tous symboles j de M,
Cette égalité s’étend (par prolongement analytiquid) Bn particulier
oo ()" Wi © hy(z) = pj(x), pourtoutw € C[j]. (7.50)

Puisqueu; ne s'annule pas sy, 1], le paragraphe 7.2.2 et la relation (7.50) prouventguest
un vecteur propre dominant de tous les opérateurs com@ssant,,;, pour toutw < C[j]. En
particulier,;.; est non nulle suy. On en déduit alors les relations

a(w)™ =1, pourw € C,

ou la quantitéx(w) a été définie dans le paragraphe 7.2.2. Le déterminant dadiredatisfait
donc, d’apres la relation (7.23), I'égalité

F(s+it,u) = F(s,u).
O

La proposition suivante donne le développement en sérieadeent au premier ordre afin de
donner une expression explicite du résidyfe &,)~! ens = 1 en fonction des objets spectraux
dominants.

PROPOSITION7.20 (RESIDU DU QUASKINVERSE ENs = 1). SoitF la distribution relative a la
densitéf sur |0, 1]. Alors, le résidu es = 1 du quasi-inversél — &)~ ![H,[F]] estindépendant
de F' et fait intervenir seulement la fonction propre dominaditeens = 1 sous la forme

-1

(I — &) H[F]] = Y1) —1)

\Ill (S:1>

Preuve. La théorie classique de la perturbation analytique [6 1liped’unicité de la valeur propre
dominante lorsque est dans un voisinage suffisamment petit autour d'un poidé I'axe des
réels. Les applications— A(s), s — Uy, s — E, définissent des fonctions analytiques dans un
voisinage 'axe réel. L'extension de (7.32) a un voisinagd ake des réels prouve queiéitéré
de®, se comporte comme une puissak€ele \(s)

SFF)(z1,. .., xm) ~ As)F W (F), (7.51)

en supposant quE est positive sufo, 1] et que lesz; sont tous positifs. On calcule alors facile-
ment le résidu cherché en= 1. O
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7.2.6 Log-concavité

L'étude asymptotique de la hauteur du trie nécessiteibatilbn d’'une propriété assez fine de la
valeur propre dominante de I'opérateiyr.

PROPOSITION7.21 (LOG-CONCAVITE DE LA VALEUR PROPRE DOMINANTE). Pour tous
nombres réels positifs ¢ tels ques > ¢, on a(s)! < A(t)*.

Preuve.La démonstration nécessite plusieurs étapes. Le premienéeétablit lalog-concavité
de la fonction\(s).

LEMME 7.22.Pourl < t < s La fonctionz — A(x) est log-concave sut, s].

Preuve. Considérons d’abord le cas de base (c.-a-d. non markoBemnt 2 réels ett (1 <
t < s) tels que la fonctiors — A(s) est alors bien définie sit, s]. Soit également deux réels
positifsa et 5 tels quex + 8 = 1. On introduit la fonction

fochrﬁt(x)
(@) fo(z)”

définie a partir de la fonction propig degG, pourc = as + (t, 0 = s, o = t (dont on sait que
pourc réel ce sont des fonctions strictement positives sur I'éed) r De plus on normalise cette
fonction en imposant la condition

V() =

sup{¥(x) |z € [0,1]} = 1.
On a donc toujours pour toute [0, 1]

)\(O&S + 6t>fas+[3t (517> - gaerﬁt [faerBt](x)
= Z Ry ()P fo i © ()
JEM
~ B
<3 i@ feohi@)] [st@) foo hy(e)]
JEM
B

< Zh ) fsohj(x ) (z)! fr o hj(z)
JEM JEM

= (Gs[fs] (@)™ (Gs[fi) (2))”

= (\(8)fs(2)* (\(®) fu())”

La premiére inégalité provient de la normalisation qui is@®(z) < 1. La deuxiéme inégalité
découle simplement de l'inégalité de HoleleBi o + 5 = 1, avecw, 3 < 1 alors

Z|a%CY (Z |ai|)a (Z |bi|)ﬁ

Il'y a égalité si|b;| = c|a;|. Toujours grace a la normalisation effectude U(z). On ai(as +
Bt) < A(s)*A(t)?, ou encore en prenant le logarithiog A(cvs + 8t) < alog A(s) + Blog A(t).
La fonctions — log A(s) est bien concave sur tout intervalle rfiek] (1 < ¢t < s).

5En fait 'inégalité de Cauchy-Schwartz suffit ici.
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Dans le cas markovien, la preuve suit les mémes lignes, seseqgue I'on considére plut6t les
fonctions

fiastpt(T)
U,(z) = —Jastorll)
i fis(@) fia(@)”

pour lesj® composantes des vecteurs propfesf; et fs-:. Les vecteurs propres sont normalisés
afin que pour touf € M, |¥;(z)| < 1. On a encore la chaine d’'inégalités La chaine d'inégalités
pouri € M

Mas + Bt) fast st (@) = Y hyji(@)* P faair o hyj(x)
jeEM

2, [ﬁjli(x)sfs ° hj'i(x)} ) [ﬁ(@ﬁuft ° h(x)j\i]

JEM

B

IN

B

7 h@)feohya(@) | | DD hla)h o hx);

jEM JEM

= (A(8) fo,i(2))™ (A(8) fsi())” .

IN

Toujours grace a la normalisation, cela suffit a prouverdadoncavité (large) d&(s) dans le cas
markovien. O

Le deuxiéme lemme caractérise la foncti(s) en cas déog-concavité non stricte.

LEMME 7.23.Sis — log A(s) n’est pas strictement concave, alors I'opérateur a exaetarte
méme spectre que celui d’'un opérateur correspondant & unEssans mémoire symétrique
(avec des probabilité$ avecr = cardM).

RemarqueUne fonctionf concave sufa, b] mais non strictement (i.e il existe€ [0,1] f(aa +
(1 —a)b) = af(a) + (1 — «a)f(b)) est nécessairement affine. Donc la fonctios log A(s) est
log-affine.

Preuve.On part des mémes hypothéses que pour le lemme précédentéfinih de la méme
facon¥(z). La fonctions — log A(s) étant concave mais pas strictement, il exist@ positifs
tels quen: + 5 = 1 pour lesquels

Aas + Bt) = Ms)*A(t)”.

On peut a nouveau écrire une chaine d'inégalités de la fagearge pour tenir compte cette fois
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des branches inverses de haute(@et non pas de hauteur 1 comme auparavant)

)‘(O‘S + ﬁt)kfocS-i-Bt (JJ) = gf [fozs+ﬁt](x)
= 3 (@) fagipr 0 ho(2)

weMF

3 [ s o hus(w)]” [ i 0 )]

weMF

(03 /8
( Z }le(z)ssthw(x)) ( Z %w(x)tftohw(x))

weMk weMFE
= (GE1£:)(@) " (G411 (@)

=( )“(A @)’

Linégalité valable pour tout € [0, 1]

IN

IN

. « B
Aas + 66" fasron@) < (M) fu@)) - (MO fu(@))
devient une égalité si on choisip tel que¥ (z,) = 1. Il s’ensuit que toute la chaine d’inégalités
devient une chaine d’'égalités pour ce chaix{ x). Ainsi, de méme qu’auparavanton a I'égalité

> @) a0 huslz) = Y [us()" 0 hua()] ) e 0 ()]

weMk weMk

mais cette fois on considére toutes les branches inverseés gefondeuk fixée. Pour tout,,
de hauteur quelconqye|, on a donc

W (hw(w0)) =1,
ce qui prouve
U(z) =1 pourtoutz € [0,1].
L'inégalité de Holder devient également une égalité dompiantité

wasfsohww T s— fs 0 hay(x

C(|’UJ|,J}) = — ( ) ( ) :hw(l’) t ( )
T ()t ft © By () ft © hay()

ne dépend que de et de|w, la hauteur de la branche inverse considérée (ou encoradadar

du préfixew), et non pas de la branche elle-méme. En podaniz) = ;Elg on a l'expression
équivalente

c(|wl, ) = o (2)* " At 0 hao () = Gty ha[ A )(3).
Soitv = w”. Avech,, eth, les branches inverses associées, on écrit

c(v],2) = G¥_y p [Bstl (@) = o (2)° " Ay p 0 by (2) = ek, @).

Or commeA, ; est strictement positive siid, 1], on a aussi la relation suivante concernant le
spectre d&/; ;, (en prenant compte de la valeur propre dominante)

(Vo€ [0,1)) alhw)*™" = lim (G5, [A](@)"" = lim c(kluw],z)/".
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On en déduit que pour tous les préfixesde méme longueys la quantitéa(w) dépend uni-
quement dep. De plus, on peut calculer explicitementv) pourv = i* (aveci une lettre de
l'alphabetM). En effet

oll h, est le prolongement analytique feequ’| etz* est 'unique point fixe dé,, sur[0, 1]. On
remarque immédiatement queest également point fixe dg (et par suite de tous ses itérés). En
effet, si on considére, le point fixe unique dé;, h;(z0) = zo entraineh, (zo) = h¥(z0) = 2.
Donc comme:* est unique, on a* = zy. On peut alors écrire

k—1
(hf(z0))' = [T nioh"(z") = hi(=")".
m=0

On en déduit donc que(v) = o, olla est la valeur dex(h;) pour toute branche inverge de
hauteur 1.

Dans le cas de I'alphabet fini de cardimabn peut encore préciser cette constanten effet, on
a pour toutz,r étant également le nombre de branches inverses de hauteur

GE Asil@) = D ha() " Ag s 0 huy(w)
weMk
= Z c(k, )

weMk
= rke(k, x).

En tenant compte du comportement dominanggdeon obtient pour tout € [0, 1]

As—t) = lim (GF,[A.)(2))"" = Jlim (rke(h, 2)) " = ra—t.
Donc on a pous réel, I'égalité
A(s) = ra’.

De plus, I'égalité\(1) = 1 (valable pour des raisons générales; cela correspond aludeens-
formateur de densité) permet de déterminer

On en déduit I'égalité des spectres avec un opérateur pameant & une source sans mémaoire
symétrique® B (associé aux probabilités uniform{e)sgréce a la formule de la trace. Enfin paur
réel, on obtient

As) =r175.

En particulierlog A\(s) = (1 — s) log r est affine.

La preuve s’adapte au cas markovien. Si la vabgul propre est log-affine, alors la source est
constituée de sources sans mémoire symétriques. O

6J°écris ici «un» opérateur, car il y er2d (correspondant pour chaque branche affine a une pentevpasitnégative).
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On peut maintenant démontrer la propriété de log-concaBdé1 < ¢ < s, montrons qu’on a
toujours l'inégalité stricte

M) < A()°.

D’apreés le lemme 7.22, la fonctian— log(A(s)) est concave. La preuve distingue donc 2 cas,

selon que la concavité est stricte ou large.

(1) lafonctions — log(\(s)) est strictement concavitexiste k € N tel ques € [t, kt]. Soita
et tels ques = at + Bkt eta + B = 1. La stricte concavité d¢ entraine

f(s) < af(t) + Bf(kt), ouencore\(s) < A(t)* "
On sait que pout réel etk entier on a\g; < A(t)k. Elevant & la puissanceon obtient
¢ ay kB\° t(atBk) s
As)' < ()\(t) A ) = \(t) — 1),
et finalement
A(s)E < A(B)°.

(#4) la fonctions — log A(s) n'est pas strictement concavear conséquent, cette fonction est
affine (voir le remarque apreés le lemme 7.23)

log A(s) = (1 — s)log,
our est le nombre de branches de hautelRourl < ¢ < s, on a facilement
tlog A(s) = t(1 — s)logr < s(1 —t)logr = slog A(t).
On conclut que l'inégalité
As) < A(t)®

est toujours vraie pour < t < s. O

Ceci clét I'étude des propriétés des opérateurs de Rudtiérglisés. Ces propriétés interviennent
dans la détermination du comportement asymptotique desrgdres de tries généraux construits
sur des mots émis par une source dynamique probabilisée.
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Nous pouvons maintenant retourner a I'analyse des paragéér trie en commencant avec les

parametres additifs de taille et de longueur de cheminefa®Bt les variantes liées a I'hybri-

dation). Nous introduisons d’abord les principaux outésiransformée de Mellin, qui relie les

pdles de la série de Dirichlet et le comportement asymptetitps sommes harmoniques obtenues
pour les paramétres additifs (taille et longueur de cheméard). Nous obtenons alors les résultats
principaux dans le modéle de Poisson. L'étape suivanteisteresn une étape de «dépoissonisa-
tion de Dirichlet» qui donne les comportements asymptetquorrespondant dans le modeéle de

Bernoulli.

Dans le modele de PoissaN, est fortement concentré autour de sa moyenaeec une grande

probabilité, si bien que le parameétrgoue un role tout a fait similaire & celui du paramétreéans

le modeéle de Bernoulli. Il est alors raisonnable d’espéverlgs valeurs moyennes de paramétres

dans les deux modéles sont asymptotiquement équivalenti#poissonisation asymptotique est

un moyen d’établir de telles équivalences, en supposartygesthéses supplémentaires.

1. Dépoissonisation de DirichleElle repose sur I'existence de transformées de Mellin e d'u
principe d’approximation entre les séries de Dirichletsllas modéles de Poisson et de Ber-
noulli. Cette technique est utilisée dans cette thése panallyse en moyenne des paramétres
additifs de taille et de longueur de cheminement dans le feat#Bernoulli : le théoreme 8.5
dérive du théoréme 8.2, établi dans le modéle de Poissorttdefacon.

2. Dépoissonisation par méthode de cGktte technique repose sur des estimations de valeurs
moyennes dans le modéle de Poisson (ou, de fagon équivalergéries génératrices) pour des
valeurs du parametreprise dans le plan complexe, en conjonction avec une andlypeint
de col. Cette technique est utilisée pour I'étude de laitigion du paramétre multiplicatif de

132
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la hauteur dans le modéle de Bernoulli : Le théoréme 8.8 ééiiivsi de la version de Poisson
(théoreme 8.7).
Le résultat principal ici est que le comportement asymgtatidominant dans le modéle de Pois-
son reste valide dans le modéle de Bernoulli.

8.1 Transformée de Mellin

La transformée de Mellin est la méthode de choix pour obtemiéveloppement asymptotique de
sommes harmoniques. Elle est constamment utilisée podieéle comportement asymptotique
des tries. Nous rappelons les propriétés déja évoquéedademdre classique au chapitre 2 (voir
la monographie [37] pour un traitement extensif). La transiée de Mellin I'application définie
par

v | " gw) o+ d

Elle est définie dans la bande< Re(s) < [ appelée bande fondamentale qui est ngtée3).
Par exemple, la transformée de Mellin ee” est la fonction gamma d’Euldi(s) et la bande
fondamentale associée €8t +oo).

Une somme harmonique est une somme de la forme

G(z) = > Mglpa), (8.1)

keK

ou les coefficientd \y} et {ux} sont appelés amplitudes et fréquences, et la fongtiest la

fonction de base. L'analyse des tries se réduit essemtielie & I'estimation asymptotique de

sommes harmoniques particuliéres.

Deux principes de I'analyse de Mellin sont utilisées icii(vfB7] pour un traitement détaillé).

(M,) Propriété de factorisation des sommes harmoniquagdransformée d’une somme harmo-
nigue définie par (8.1) satisfait

(s)-g"(s), avecZ(s)= Y _ ey’
keK

G*(s) =

[1]

dans l'intersection des bandes de convergence absolHégsflet deg*(s).

(M) Propriété de correspondancka transformée de Mellin fait correspondre les termes du
développement asymptotique de la foncti@t) (ici, typiguement une somme harmonique
issue de {/;) avec les singularités de la transformée de Mellif(s). La correspondance est
vraie dans les deux sens et se résume en la régle suivanteastuns qué*(s) définie sue une
bande(«, 3) admette un prolongement méromorphe sur la bande étgndye avecy > 3,
soit analytique sur la droitBe(s) = ~, et satisfass&™*(s) = O(|s|™") pourr > 1 lorsque
Im(s) — +oo dansa < Re(s) < . Alors chaque terme singulier dans I'expansion locale
de G*(s) en un pble de la bande étendue donne un terme corresponddévedioppement
asymptotique dé€(z) en+oo, selon la traduction :

(@_%)k) - (((k Piizf(log@’”> : (®.2)

avec un terme d’erreur en

O(). (8.3)



8.1. Transformée de Mellin 134

L'application jointe des deux regles4;) and (Ms) donne le principe de base de I'analyse asymp-
totique de fonctions harmoniques grace a la transforméealénv

La transformée de Mellin factorise une somme harmond@(e), de telle fagon que
le développement asymptotique de la somme se raméne &ybarsdparée de deux
ensembles de singularités : celles de la transformée darMigl la fonction de base
g*(s) et celles de la série de Dirichlet associ€¢s).

L'analyse de Mellin de sommes harmoniques est souvent éendians des situations o) la
transformég* de la fonction de base est de décroissance exponentielipi{est systématique-
ment le cas des lors que la fonction exponentielle entrewen (&) la série de DirichleE(s) est
au plus de croissance polynomiale lorsdfie(s)| — co. Dans ce cas, la transformég (s) est
de décroissance rapide etico et I'application de (8.2) est l1égitime.

L'examen de (8.2) révéle que des pbles complexes entragftudéuations périodiques. Le cadre
d’'application s’étend (voir [37]) a toute fonction qui a unénité de péles dans une bande finie,
a condition que la fonction reste de croissance polynondid|e| ") avecr > 1 dans la bande
sur un ensemble de paralleles a I'axe des réels mais s’egnélu verstico. On parle alors
de croissance polynomiale dans le sens «faible» lorsquenietibn ne vérifie la condition de
croissance polynomiale que sur une telle «échelle» végtiBans ce cas, il y a superposition de
fluctuations périodiques qui, collectivement, peuvent on étre périodiques selon que les pbles
disposés sur une droite verticale sont espacés réguliateme

Lorsque les pbles s’accumulent a droite de la fronfitrées) = ~ de la bandéa, v), le paradigme
général de (8.2) et (8.3) nécessite une «retouche». En ibfitdst pas immédiatement clair que
les fluctuations induites contribuent globalement en uméequi reste(z~7). Or cette situation
apparait naturellement dans le contexte des sources dguasjilorsqu’il y a accumulation de
pbles a droite de la frontiédge(s) = ~.

PROPOSITION8.1 (ASYMPTOTIQUE «<AMELIOREE» DE MELLIN). Supposons que la transfor-
mée de MellinG*(s) de G(x) définie dans(«, 3) admette un prolongement méromorphe dans
la bande(«,v) avecy > g, satisfasseO(]s|™") avecr > 1 dans le sens «faible» dans
a < Re(s) < v, et soit méromorphe sur la droitRe(s) = ~+ avec seulement un nombre fini
de péles sur cette droite. Alors on a

flg) = de _ N (EDMen - I
G*(s) A@%W = G(2) —gk:) 1) 2 ¢(logz)* + o(z™7),

lorsquez — 400, oU¢ parcourt I'ensemble des poles tels quel Re(§) < .

L'expression singuliére d’une fonctidd(s) dans un domaine est dénotée par. ‘C'est la somme
formelle des expressions singulieres locale§){® en chaque singularité du domaine [37].

Preuve. En soustrayant des fonctions élémentaire&/(le), nous pouvons supposer sans perte de
généralité quér(x) est analytiqgue suRe(s) = . (des combinaisons bien choisies d’exponen-
tielles et de mon6mes enpar exemple, puisque leurs transformées sont de décroessapide
en+ioco.) La preuve classique de (8.2) daidg) se fait en intégrant sur un large rectangle avec
des cotés verticauRe(s) = « etRe(s) = v; voir [37]. Il faut donc prouver que sur la frontiére
droite,

y+ioco
/ G*(s)z™*ds = o(z™ 7).
y—1i00
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Posonss = v + iu etz = ev. Alors, I'équivalent

+o0 )
x 7 / G*(y +iu)e "™ du = o(z™7)
est vérifié par application du lemme de Riemann-Lebesguer:tpate fonctiorh(u) appartenant
aLl(—oo,+o0),0na

/+OO h(u)e™ du = o(1),

— 00

lorsquey — +oo. O

8.2 Tallle et de la longueur de cheminement (Poisson)

L'analyse de la taille et de la longueur de cheminement &strdinte selon que I'on considére un
alphabet fini ou infini.

8.2.1 Taille et longueur de cheminement (alphabet fini)

D’apreés la proposition 7.19 de la section 7.2.5, 'opérafeu (’5§A> est inversible dans le demi-

planRe(s) > 1. La sérieA)(F, s) y est donc analytique et admet un péle simplesea 1.

Selon la périodicité de la source, deux types de résultasticétre distingués :

(a) Dans le cas périodique\(F, s) admet des pbles sur la droilee(s) = 1 qui sont espa-
cés régulierement sur cette droite et contribuent par destepériodiques au développement
asymptotique. De plus, il existe une bande vertiddle- §, 1) (avecO < ¢ < 1) dénuée de
pobles. Cela fournit de bonnes bornes sur les termes d'atreur

(b) Dans le cas apériodique, il n'y a pas d’autres poles sur lidedRe(s) = 1. Cependant, il peut
y avoir une accumulation de péles a gauche de la dkRafe) = 1. La Proposition 8.1 permet
d’évaluer alors directement la contribution de tels poles.

THEOREMES8.2. (RRAMETRES ADDITIFS DANS LE MODELE DEPOISSON: ALPHABET FINI).
Soit(P.,S, F') le modéle de Poisson de paramétreslatif & une sourcé& avec un alphabet fini
et une distribution initialef.

(¢) Dans le cas ou la source est apériodique, les valeurs moygatheiéa taille et de la longueur
de cheminement d’un trie sont

S0 1 ~ 1 v
S(z) = —h(S)Z + o(z), Pa(z) = —h(s)zlogz + z(Ca(F, S—h(S) )+ o(z).
Les espérances de la longueur de cheminement des triegtigies-abr sont de la forme
= Kn(S) 2l
P, = 1 F.
N (2) nS) zlogz + (Cn( ,S)—i—h(s))z—i—o(z),

ou N peut étreB ou L pour les versions en arbres binaires de recherche (abr) dises.
(ii) Dans le cas ou la source est périodique, les espérances dslla ¢t de la longueur de
cheminement d’un trie sont

§(z) = %z [14+ Qa(log2)] + 0(217‘;)
Pa(z) = L zlogz+ z[Ca(F,S) + A Qa(log 2)] + o(2'79).

h(S) h(S)
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Les espérances de la longueur de cheminement pour ledistest tries-abr sont de la forme
(ou N peut étreB ou L)

0
h(S)

Py(z) ==X )zlogz +z[Cn(F,S) + + Qn(log 2)] + o(2179).

La fonction@ x (u) dépend de la sourcg et est de tres faible amplitudé ;est une constante po-
sitive, satisfaisan® < ¢ < 1, qui est déterminée par la région sans poles\d#’, s) a gauche de
la droite Re(s) = 1. Les constante& y(S) ne dépendent pas de la distribution initiale contrai-
rement aux constantésy (F,S).

Preuve. Les expressions données dans le théoreme 6.14 sont des stimm@niques ou la fonc-
tion exponentielle est présente. La transformée de Medlia@ est la fonction gammB(s) qui
possede des singularités en chaque entier négatif. Les siiDirichlet de ces sommes harmo-
niques sont de la form&(s) = AL (F, —s), ot AL (F, s) est la série de Dirichlet des mesures
fondamentales associée.

De facon plus précise, les expressions du théoreme 6.14t&dmkes transformées de Mellin
suivantes (les bandes fondamentales sont égalementdegdans chaque cas) :
— Taille.

mellin(S(2), s) = —A(F, —s)(s + 1)[(s),  se (—2,—1).
— Longueur de cheminement.

mellin(P4(2), s) = —A (F, —s)T(s + 1),  se (-2,—1).
— Longueur de cheminement :

mellin(PL(z2),s) = — AL (F, —s)T(s + 1), se(—2,-1) pour les tries-listes

mellin(Pg(z), s) = —AP) (F, —s)['(s), se(—2,—1) pour les tries-abr

Toutes ces transformées se prolongent en des fonctionsmoésbes dans une bande plus large a
droite de la droitRe(s) = —1 de fagon convenable pour I'analyse de Mellin.

Concernant la condition de croissance, la foncligs) est de décroissance exponentielle
IT(o + it)| ~ V2r [t|771/2 e~ 7IH/2 (t = 400), (8.4)

tandis que les différentes séries de Dirichiét’ (F, —s) sont de croissance modérée sur toute
bande verticalé—2, —a) aveca > 1. Par exemple, la sérig'4 (F, s) admet la formule intégrale
suivante, vraie pouRe(s) > 1:

AA(F, s) = s/ W(z)e™**dz, avecW(x)= Z 1.
0 Uqpy €T
Cela entraine, polRe(s) = 0 < —1,

+oo (A) o
AN s <ls| [ Wia)er = |5 270
0 U

)

qui est de croissance modéi@€ s|) sur la bande finié—2, —a) (a > 1).



8.2. Taille et de la longueur de cheminement (Poisson) 137

A partir des propriétés dé,, 'expression singuliére d&‘ (F, s) ens = 1 s’écrit

AA(E, s) =< —tCaFS)  (s=1).

-1
X(1) s
Dans le cas des tries hybrides (en liste ou en abr), les esipnss(7.18), (7.17) dans le cas de
base, (7.21), (7.22) pour le cas Markovien, en prenant ceiugs valeurs particuliéres données
dans la proposition 7.15, impliquent, pour I'expressiomwsiiére deA V) (F, s) ens = 1

1 Kn(S)

A<N>(F,s)x N OES

+CON(FS) (s=1). (8.5)

Les constantes peuvent étre explicitées en fonctions dessatpectraux dominants d&, en
s = 1. Sil'on reprend la notation utilisée en (7.32)

B¢ = A(s)" P +

ou P, est la projection sur le sous-espace propre dominarifi;e¢st un opérateur relatif au
reste du spectre (I'opératedt; a donc un rayon spectral strictement inférieur a la valeop@
dominante\(s)). La projectiorfl3, sur le sous-espace dominant s’écrit encore

PBs[Gl(x1, .., xm) = ES[G) Ys(21, ..., Zm),

ou ¥, est la fonction propre dominante dg;, et E; une forme linéaire. Les opérateurs inter-
viennent avec la valeuwr= 1 et on sait d’aprés la proposition 7.15 qua[HfN> [F]=1.
L'équation (8.5) peut étre davantage précisée. Les deumipre termes de I'expression singuliere
pour(I — &)~ ens =1 sont

Uy

(I -6,)7'G) = T30

+ (I -2y Ha), (s =1).

Les constanteK y (S) dépendent uniquement des «mesures fondamentales unsfeda@rofon-
deur 1, notées’ et de la valeur de la fonction propre dominatrteaux extrémités des intervalles
fondamentaux de profondeur 1.

Note.Pour le cas le plus simple (trie ordinaire) on a

k
S = (0,1) +9%(0,1) = Y uw =1,
weMF

ce donton dédui@ () (0,1) = 1 et =

Par exemple, dans le cas d’'une source dynamique de baseragedage monotone (croissant ou
décroissant), on a

7 0% o * i 0% 015 0 1Yy

S) =S Uty WP hE b, Kp(S) =23 i[u] B (b bt b R,
i i<y i

(L)

Les fonctionsl; etL§B> sont définies a I'aide de la fonction de dendité

F(xy) — F(x
L§L>(5E1,$2,$3) ‘M

To — I3
(B) _ | F(@1) = F(a2) F(xs) — F(zq) T1 — T4
L = . . )
1 (1, 22, 3, T4) ‘ P— P Floy) = Fo)




8.2. Taille et de la longueur de cheminement (Poisson) 138

Les réelsh;” eth; pouri € M dénotent les extrémités de l'intervalle fondamental deaivl
correspondant a la branche invehgdet sont définis a I'équation (7.16) pour un codage croissant
ou décroissant).

Les constante€'y (S) font de plus rentrer en compte les objets spectraux sousrdois pour
s=1.

_ )\//(1)
CA(S,F) V(D)2 +1
A1) < gl + o (L)y—1 7 (L) +
CL(Sv )7 ()\/(1))2 ZU[>] (hz 7h’z 7h’7 ) (Iiml ) [ ](h’z ahz ah7 )
" *ux
Cp(S,F) = 22 (1” S LB (b b

W) 5 Uiy

+2 3 L0 (1 — )L, by R,

IR R AR R IR
i<j i

Dans le cas Markovien, les formules sont similaires maisatdiprendre en compte les compo-
santes du vecteur propte . (voir les équations (7.21) et (7.22)). Par exemple pouri¢eABR,
ona

uroux
_ ile75€ ¢ (B) + -
Kg(S)=2 E — ey, (h; |€’hz|€’h3\é’h]|€)
05 LJlle
i<j

A"(1) “ﬂé“?lé A"

Cp(S,F)=2 OB (b nt b T
B( ) ) ()\/(1)) U[:,j”é ()\I(l)) el 1 ( AREA AR RS ] _])
1<j
+2§:M(I—te‘ﬁ<3> 1,$B) + +
* (X5 ) [ ](hzvh’zvh’]ah] )
04,5  l.dll€

1<J

Par ailleurs la fonctiol'(s) admet les expressions singuliéres

-1 1
I = -1 =-1 I 1) <
(= g +7-1 (s=-1),  Ts+1)= =

-7 (s=-1)

La preuve peut étre complétée grace aux équations (7.18)1at)(combinées avec un calcul de
résidu. O

Dans le cas d'une source périodique, les fluctuations obesrpour la taille peuvent étre du
méme ordre de grandeur que le terme asymptotique domirentistque les fluctuations pour
la longueur de cheminement sont toujours d'un ordre de gnamidférieur par rapport au terme
asymptotique dominant.

8.2.2 Taille et longueur de cheminement (alphabet infini)

Dans de l'alphabet infini, la série des «mesures fondameniahiformes» de profondeur 1
peuvent amener d'autres singularités. Ainsi les longudarsheminement des tries hybrides ne
restent pas toujours d’ordedog z.
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Nous considérons trois séries de Dirichlet :

* ok

. *  ks—1 — uj Yi = h
L(s) ,quj ut T, B(s) .—Z (uj—i—---—i—U;)Q_S’ A(S)f;ui )

i<j i<j

La derniére série est exactement la série de Dirich[éf (1,s). Par hypotheséds) de la défi-
nition 1, il existey < 1 tel que cette série soit convergente pBg(s) > ~. Puisque les objets
spectraux dominant® ; et £, sont strictement positifs pourréel, la singularité dominante de
AL (F, 5) estens = max(1, s1,) ol sy, est la singularité dominante des). De méme, la singu-
larité dominante d&\ (") (F, s) est située e’ = max(1, sp) ol sp est la singularité dominante
deB(s).

Cette discussion nous permet d’affirmer :

PROPOSITION8.3. (RRAMETRES ADDITIFS, MODELE DE POISSON ALPHABET INFINI).
(i) L'espérance de la longueur de cheminement des tries-altoefgturs de la forme
Pp(z) = O(zlog 2).

(i4) Pourtoutréell < ¢ < 2, il existe une source dynamique pour laquelle la valeur maogale
la longueur de cheminement des tries-liste est de la forme

Preuve. (i) D’aprés une idée de S. Janson [58] : En sommant poutr i les relations, vraies
pourRe(s) = o < 1,

<
u

* *\2— — 2_g"
(uf +--- +uj)>=e fpeur_, 07

on obtient poutr = Re(s) < 1

|B(s)] < Zuz* /.* tzdfo _ ! Z(u: ) = A1) _A(U)-

oc—1 c—1

i

La quantitéB(s) est bien définie pouy < Re(s) < 1, et puisqued’(1) existe,B(s) est aussi
bien définie sur la droit®e(s) = 1. Finalement, I'inégalitéB(s)| < B(1) pourRe(s) > 1
entraine queB(s) est bien définie pouRe(s) > ~. Donc la singularité dominantes est
strictement inférieure & 1 et I'ordre du terme dominant dauongueur de cheminement du
trie-abr reste e®(z log z).

(ii) On a larelationsp < s, < 2. En effet, I'inégalitéu; < (uf + --- + u}) implique que
B(s) < L(s) pours réel,s < 2.
Siuf = O(i~%) avecl < a < 2, alorss;, = 2/a. Dans ce cas, la sérig(s) a son terme
généraler®(i—*) avecp = as — 1) + o — 1.

O

Une telle différence dans les ordres de grandeur des coempents asymptotiques des tries-
tableau, trie-liste, tries-abr apparait par exemple poersource sans mémoire d’alphabet infini

avec les des probabilitéé”‘) d’émettre lek® symbole

p,(co‘) = C(a)_lk_o‘, a>1,
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ou((s) estla fonction zeta de Riemann ceést un parameétre de la distribution. Cette distribution
possede une queue de distribution «douce» (lexcas? est relativement similaire a I'exemple
de la source en fraction continue qui sera étudié plus efil détahapitre 9).

En conclusion, les trieaBR assurent contrairement a leurs homologues en liste quede(du
apporté au niveau de la longueur de cheminement par I'hgtioid est du méme ordre de grandeur
gue celui de la longueur de cheminement dans un trie ab4dtuatitisation de listes peut rendre
ce surcolt dominant en ordre de grandeur!

8.3 Dépoissonisation de Dirichlet

Latransformée de Mellin est idéale pour traiter le cas desestharmoniques. La somme relative
a la longueur de cheminement dans les tries-tableau

F(x) = Z Uy (1 — "), (8.6)

weM*

est un exemple type. Par dépoissonisation algébrique (6-8), le modéle de Bernoulli conduit
a des sommes dont I'exemple correspondant a (8.6) est

G(a)= > tw(l—(1—uw)) (8.7)

weM*

(avecx = n—1; voir le théoreme 6.15). La détermination du comportemsyrirgptotique de (8.7)
est alors plus complexe que dans le cas de (8.6).

L'approche développée ici s’appuie sur I'approximatioredie des singularités d’'une série de
Dirichlet (celle associée au modéle de Bernoulli) par legsiarités d’une série plus simple (celle
correspondant au modeéle de Poisson). Cette approchegapgpbissonisation de Dirichlgést
brievement introduite et utilisée pour I'analyse de la szche multidimensionnelle, mais sans
grande justification dans [40]. Le résultat suivant synsiede principe de la dépoissonisation de
Dirichlet.

PROPOSITION8.4 (DEPOISSONISATION DEDIRICHLET). SOIit 1y, — 0 @veCu,, positif. On
définit deux séries de Dirichlet

0= Y i G6= Y (los)

weM* weM*

Supposons qu€(s) ait un domaine de convergence non vide, admette un prologigeméro-
morphe au plan complexg, et soit de croissance polynomiale dans toute bande végtitaie
dans le sens faible. Alors les mémes propriétés sont égaterésfiées parl(s). De plus, les
singularités de? et celles de sont reliées par

Sing(Q) C {s — k | s € Sing(Q2) etk € N},
et les expressions singulieres @¢s) et()(s) sont reliées par

Q(s) = Qs) + c1()s + 1) + ca(s)Qs +2) + - - - (8.8)

cj(s) = [z7] exp slog(i log )| - (8.9)

1—x
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(Le terme «faible» fait a nouveau référence au fait que lssamce doit étre controlée seulement
sur certaines paralléles a I'axe des réels et s’en éloigraattico.)

Preuve. Nous allons justifier la succession de transformations élies,

Qs) = Z uf,,exp(slog(1+%qur%uq?qu...))

weM*

~ D upexp (s (Guw + gpul, + )
weM*

~ Z uf, (L4 $5uw + (s + B)u2, + (55 + 5557 + 555)ud, + )
weM*

~Q(s)+c(8)QUs+ 1) +ca(s)s+2) + -+

Soitoy I'abscisse de convergence@és). On fixe également un entier qui permettra de contro-
ler 'ordre de grandeur du développement.

Prolongement analytigu®ans un premier temps, nous cherchons a transfofier de fagon

a assurer I'existence du prolongement analytique, mais neunous inquiéterons pas d’unifor-
mité par rapport a la variable Supposons quBe(s) > o(. D'abord, siu,, — 0, on écrit le
développement de Taylor

log (% log(1 — u)1> = D(u) + O(u™*) (u — 0),

Pour un polyndme explicit® de degrén. On a donc

0 = Y whlrwlos gl = 3w, explsDlua)) - explO( "))

weM* w weM*

Mais, on I'équivalent suivant
exp(O(u™ 1)) =1+ 0™)  (u—0),

permet de montrer que

A(s) == Q(s) — Z Uy €XP(SD (Uny)) (8.10)
weM*

possede un terme général qui décroit coniie,F™*1), oo = Re(s). La fonctionA(s) est
en particulier analytique pole(s) > o9 — m.

A présent, examinons la somme
D(s) = D ulexp(sD(uw)),
weM*
pour laquelle on a
exp(sD(u)) = 14 c1(s)u + ca(s)u® + - - - + e (8)u™ + O(u™ 1),

ou lesc; sont obtenues grace a I'’équation (8.9). En effet, pourdplatquantités D(u) reste dans
un voisinage dé et on peut considérer le développement(v) = 1 + v + --- + O(v™*1).
Ainsi, la différence

A1(s) =(s) = (Us) +c1(s)2Us+ 1)+ -+ cm(s)2s +m)) (8.11)
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possede un terme général qui décroit comifie™ 1. Elle est donc analytique stite(s) >
oo — m. Les équations (8.10) et (8.11) montrent finalement que

ﬁ(s) =A(s)+ A1(s) + (2s) +c1(8)Q2Us+ 1)+ -+ - + cm(8)2(s +m))
définie au départ poRe(s) > oo est méromorphe pole(s) > o¢g — m.
Maintenant, en faisant variet, le caractére méromorphe ﬁes) sur le plan complexe est prouvé.
De plus, les singularités de sont celles de) «décalées» de, 1,2,..., et I'expression singu-
liere (8.8) est justifiée.

Croissancell reste & examiner la croissance ﬁés) lorsquelm(s) — +oo. Revenons sur la
preuve précédente en prenant davantage en compte |'uritéopar rapport &. Nous supposons
queRe(s) < oo + 1, puisque c’est le prolongement & gauche qui nous intériégée principale
réside dans la relation

exp(sO(u™T1)) -1 = {0(1) = O(|slu™*tt)  si|sjumt! > 1

8.12
O(|s|u™*1) si|sjlu™t < 1. ( )

La premiére ligne se justifie par le fait queest réel et qu&e(s) majoré. Nous avons alors une
borneO(1) a laquelle on substitue la majoration moins préci¥gs|/u™*!). La seconde ligne
dérive du développement usuel de la fonctién— 1 en 0. En conséquence, la fonctiah(s)
définie dans I'équation (8.10) e8X|s|) pourRe(s) > o¢ — m.

De facon similaire a (8.12), on obtient une version unifodee (8.10) en séparant les deux cas
[s|lu > 1et|sju <1,
exp(sD(u)) = 14 c1(8)u + ca(s)u? + - - - 4 cm(s)u™ + O(|s|™ T u™ ).
Il en résulte queh; (s) est, pouRe(s) > oo — m, de croissance au pla(|s|™*1). Ainsi, Q(s)
est une somme de fonctions de la formés)A(s + j) et de fonctions analytiques(s) + Aq(s)

qui sontO(|s|™*1). La fonction2(s) est donc de croissance polynomiale faible pBufs) >
oo — m. Le résultat est démontré puisquepeut étre choisi arbitrairement. O

L'argument s’adapte a des séries de Dirichlet plus géngrale
S O 1 °
As)= D> Awtiy,,  As)= D> A (1og1_uw> :
weM* weM*

avech,, > 0, et la propriété établie dans la proposition 8.4 reste vraie

8.4 Talille et la longueur de cheminement (Bernoulli)

Le principe de dépoissonisation de Dirichlet montrent gserlouveaux pdles induits sont a une
distance au moins un des pdles dans le modeéle de Poissomrizgqaent, les développements
asymptotiques du théoréme 8.2 restent valides.

THEOREMES8.5. (COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DANS LE MODELE DEBERNOULLI : AL-
PHABET FINI). Dans le modéle de Bernoulli de parameétret pour une source avec un alphabet
fini, les équivalents e®(n) pour la taille moyenne des tries é(nlogn) pour les diverses
longueurs de cheminement sont toujours vérifiés. Les esipresdonnées dans le théoreme 8.2
restent valides si I'on remplace le parameétre du modéle desBoz par le paramétre: du modeéle
de Bernoulli.

Il est également possible d’étendre la proposition 8.3 tiansdele de Bernoulli.
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8.5 Analyse asymptotique de la hauteur (Poisson)

Enfin, nous considérons le dernier paramétre, la hautews Mommengons par nous ramener a
une somme harmonique a partir de laquelle nous pourrorsiiaent analyser le comportement
asymptotique dans le modele de Poisson. Puis nous apmitgiker méthode de col pour obtenir
le résultat dans le modeéle de Bernoulli.

8.5.1 Approximation double exponentielle
L'espérance de la hauteur dans le modéle de Poisson de pgegaméne sourcé, et une distri-
bution initiale I, s’exprime sous la forme de la somme infinie (voir théoréme 3)

oo

E[h;P.,S, Fl=> (1 -m(2)), avecr(z) = [ (1+ zuw)e ™" (8.13)

k=0 weMFk

L'analyse de Mellin ne permet pas de traiter directement telle somme. Mais moyennant
une approximation, on peut se ramener une somme harmoriqueffet, la propriété de quasi-
puissance de la proposition 7.14 fournit une constamtéfinie par

A
b i M2)

Jim =5 (8.14)

Le résultat suivant donne d’abord une approximation desaitutionry (z) qui est la probabilité
dans le modélép,, S, F') que le trie construit soit de hauteur au pkus

ProOPOSITIONS.6. La distribution de la hauteur du trie dans le modéle de Paisadmet une
approximation double exponentielle : les deux suites detfoms

mz) = J] (4 zuw)e ™=, #ule) = exp <p%A<2>k),

weMk
satisfont pour tout > 0

> Imi(z) = 7w (2)] = o).

k>0

Preuve. Nous utilisons le fait quibg 71, (2) est une somme harmonique avec une série de Dirichlet
associée\,i“‘> (F, s) et procédons en deux étapes.

Premiere étape D’'abord, nous comparons;(z) avecr(z) ou

_ 222, 22 9
Tr(2) = H exp | —— =exp | —— Z Uy | 3

weME

On rappelle qué\(s) est la valeur propre dominante (pauréel) commune a tous les opérateurs
de Ruelle introduits dans cette thése. Soit un nonilgtens I'intervalle

:| |:

k(z) = |dlogz].
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Pour I'analyse de la hauteur, la propriété de log-concalgta fonction\(s) intervient. En effet
I'existence dei est justifiée par I'inégalité stricte
log A(2)
log A(3)

<2
37
qui est un cas particulier de la proposition 7.21.
Il existe des nombres posititse’ et o € [0, 1] tels que les trois propriétés suivantes soient véri-
fiées :
(C1): 22A(2)"3) > 2¢ (Cy): 22AB3)"3) <27, (Cs): (Vh, |h] > K(2)) 2uw < 0.
(8.15)

La somme dans (8.13) est coupée en deux parties a l'indice

(7) Les indices du débuNous considérons la partie de la somme pour les indices x(z).
Linégalité (vraie pour: > 0)

:L'2 _ :L'2
o (-5 ) < 4o <o (577 5)
implique que

2 2

2
- z z u
|7k (2) — i (2)] < exp -5 E ul, | —exp ) § : - w
+ ZUqp
weMFk weMk

Définissant la suite

weMFE
et utilisant I'inégalité
0,12 52
1+a; 1+s

valable pour toute suite positie;);c; dont la somme est, nous en déduisons que la subg
est décroissante. Avec le théoréme des accroissement®firobtient I'inégalité

|7k (2) — me(2)| < 2% exp (—22 BH(Z)) .

Dés lors, la propriétéCs) de l'indice k(z), la propriété de quasi-puissance, et enfin la propriété
(C1) de l'indice x(z) montrent I'inégalité

Z 7k (2) — me(2) < K(2) 22 exp (—dz€) = o(1). (8.16)

k<k(z)

(1) Les indices de la fir.a deuxiéme partie de la somme, relativie & «(z) est également(1).
En effet, I'inégalité

T (2) — 7k (2) < logmi(2) — log Tk (2)
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et les relations

Zuw2 zuw3 ~ ZUw2
logm ()< 2 (_( 2) + 3))’ log () == 3 & 2)’

weMk

entrainent que

Tk (2) — 7 (2)| < 2° Z ul.

weMPF

Une fois encore, la propriété de quasi-puissance en3 et la propriét§ Cy) de l'indice x(z)
donnent les inégalités suivantes

K(z) ,
Z T (2) — 7 (2)| < do2® Z A3)F = d0z31)\(L)\(3> <z7¢ =o(1). (8.17)

k>k(z) k>k(z)

Deuxiéme étapd.a distributionr (z) dans le modéle de Poisson admet une bonne approximation

de la formem,(z) = exp (fpz—;)\(Q)k). La propriété de guasi-puissance entraine une fois encore
I'existence de deux constantéset ds vérifiant les deux inégalités

Z ufu — p)\(2)k < dy V¥, Z ufu > 2dy )\(Q)k,
weMF weMF

ouwv est strictement comprise entre la valeur propre dominaf2eet le modulg:(2) de la valeur
propre sous-dominante de I'opérate@by. Ainsi, on aboutit avec I'inégalité des accroissements
finis a

> Fk(2) = Fu(2)] <Y IF(z) = Fl2)] < dl% > vFexp (—d2 % A(z)k) .
k>0 k>0 k>0

Par des moyens élémentaires ou en utilisant la transforsm&etlin, on obtient alors que

. 2’2
22 Z V¥ exp <d2?)\(2)k> =o(1). (8.18)
k>0
Finalement, les équations (8.16), (8.17) et (8.18) ergrdile résultat. O

8.5.2 Distribution de la hauteur dans le modele de Poisson

Les équations (8.16), (8.17) et (8.18) fournissent la itlistion asymptotique de la hauteh
dans le modeléP,, S, F'), puisque ces équations garantissent

2

Prih. < k| — exp(—p%)\(Q)k) = 0.

lim sup
Z2=00 >

La somme harmonique, approximation de la hauteur moyermeldanodele de Poisson, s'écrit

D(z) = i (1 _ e*ﬂ%)\@)k) ,

k=0
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et a pour transformée de Mellin

() = 1 —5/2 F(S/Q)
R L

La bande fondamentale €st2, 0), et I'expression singuliére en= 0 est

2 1 y+logp—log2 1]1
D*(s) < ————— 4 [ —=2F_~B°% |~ =0).
(s) log A\(2) s? * log A\(2) 2] s (s=0)
Par ailleurs, I'existence de pdles régulierement espagda droiteRe(s) = 0 correspondant aux
solutions de

2% =1,

entrainent I'existence de fluctuations périodiques. Ceaguhiions sont de faible amplitude du
fait de la décroissance exponentielle de la foncti¢n) lorsque I'on s’éloigne de I'axe réel (voir
I'équation (8.4)).

THEOREMES8.7 (HAUTEUR ASYMPTOTIQUE DANS LE MODELE DEPOISSON). Dans le modéle
de Poisson de parametre relatif & une sourceS avec une distribution initiale?”, la valeur
moyenne de la hauteur est

~ 2 v+logp—log2 1
Hiz)= —= 1 logz) — (11 08P — 082 1
(9) = Ty 108 + Qelions) — (B2 2 o)

ou p est une constante positive dépendant de la source dynamighabilisée(S, F') et Qp(u)
est une fonction périodique d’amplitude trés petite.
De plus, la distribution asymptotique de la hauteur est ge tgouble exponentiel,

lim sup Pr{ﬁz <k} —exp [—pZQA(Q)k] =0.

FTO0 k>0

8.6 Hauteur dans le modele de Bernoulli

Nous rappelons les notations du théoreme 6.17. La quamtitédésigne la probabilité qu’un trie
construit sur um-uplet de mots aléatoires produits par une source dynarpiguobilisée ait une
hauteur au plus. La fonction génératrice exponentiellg (z) desry, .,

n

I (z) := ZW’“”%’ s'écritll,(z) := H (1 4+ 2Uq) -
n ’ weMFb

Dans le cas d’'une source sans mémoire, on peut poursuinayse en utilisant la méthode du
point de col [33, 44] et elle devient méme complétement éidaiee dans le cas de tries binaires
symétriques (cf. [71]). Nous proposons de suivre précis¢maeméme approche afin d’analyser
la hauteur dans le cas d’une source dynamique généraledie général de la «dépoissonisation
par la méthode de col» est présenté dans un article de Jatdgmiankowski [57].

Formellement, I'idée est la suivante : On part de la formotégrale de Cauchy

n! dz
o = g [ TR0E) S
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ol v est une courbe simple orientée positivement entourangir@. Puisque, pour tout €
[0, +00] et tout entiem: fixé, on a

2?28 mo1 T

e |
2+3 (=1 m —1

1

log(1+4x) =

=18

+0(z™),
la transformation «exp-log» appliquée sous le signe ialétpnne

IM;(z) =exp Z log(1 + 2tqy)

weMFk
2 3
z z
= exp zZuwf? ZuijL? Zuif...+0(zm Zuz) 7
weMFE weMFE weMFE weMFE

(8.19)

ou les sommes sont prises sur les mots de longuetm ne retenant que les deux premiers termes
dans (8.19), on peut espérer, au moins pour des valeursreainies de:, I'approximation suivante

n! 22 5\ €7dz
M & 5o A exp (? Zuw) g (8.20)

Cela peut étre vu comme une perturbation de la formule iatégle Cauchy appliquéeca. La
formule de Cauchy donnant le coefficient d’'une série gériéeagxponentiellg(z) est

1 9(2)dz

=n![2"]g(z) =n!— .

Il est bien connu qu’une intégrale comme celle de I'équaf®B0) peut étre estimée grace a la

méthode de col [20, 43] qui consiste en deux étapes

(¢) intégrer sur le cerclez| = n (une approximation du point de col) ;

(ii) observer que la contribution est concentrée sur un petieseee’® avec|d| < 6, ety =
n~1/2+e pour touta tel qued < a < % (cette condition permet d’assurer simultanément que
nf3 — +oo tandis quend — 0);

(#i7) enfin, réduire l'intégrale asymptotiquement a une intégfahussienne compléte qui peut
étre évaluée.

Dans le cas de?, c'est bien sdr une des fagons standard d’obtenir la forrdel&tirling pour

1/n!. Si nous considérons le termep(—z> Z‘w‘:k u2,) comme presque constant sur la petite

partie du contour d'intégration qui importe, nous sommegloits aux approximations

n! n? 9 e*dz
Thon & 5o OXPp (—7 Z“w) L ol
~ Ul 8.21
~exp | — o Zuw (8.21)
n2
/R exp (—p?)\(Q)k) , (8.22)

étant donné l'intégrale de col dé/2"*!, de la formule de Stirling pour (8.21), et les résultats
relatifs aux intervalles fondamentaux pour (8.22). Liestiion (8.22) n’est rien d’autre que 'ap-
proximation double exponentielle de la distribution, d&acontrée dans le modéle de Poisson.
La constante déja définie dans (8.14) intervient également.
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THEOREMES8.8 (HAUTEUR ASYMPTOTIQUE DANS LE MODELE DEBERNOULLI). Dans le mo-
dele de Bernoulli de paramétne relatif & une sourceés avec une distribution initiale, I'ap-
proximation uniforme double exponentielle reste valideeanplacant le parametre du modéle
de Poisson par le paramétredu modéle de Bernoulli

Pr{H, < k} = exp(—p=-A(2)") (1 + 0(1))

ou p est une constante positive dépendant de la source dynamigbabilisée(S, F').

Preuve. Nous expliquons plus rigoureusement les arguments exphsghaut. Soity une petite
constante avet < a < % On pose

90 = n71/2+a7 Y= {neie | |9| < ﬂ-}v Y0 = {new ‘ |9| < 90}
On doit distinguer deux domaines de variationkdevec une frontiére; (n) qui est définie par
k1(n) = |dlogn,

pour une constanté choisie afin de satisfaire les contraintes suivantes quoneaue des raffi-
nements des contraintes rencontrées lors de I'étude damsdele de Poisson (voir (8.15)).

Il existee > 0 pour lequel les conditions suivantes sont vérifiées :

(C1) d < 2/|1log A(2)|, ce qui assure que podr = x1(n), le termen?\(2)* est
exactemen® (n°).

(C9) d > 2/|logv|, ouv est strictement compris entre la valeur propre dominante
A(2) et le module de la valeur propre sous-dominante de I'opérae. Cela
rend I'approximatiom? >~ u2, ~ pn?\(2)* vraie avec un terme d’erreur absolue
O(n~°) dés quek > x1(n) (équation (7.51)).

(C3) d > 3/|log \(3)], si bien que pouk > k1 (n), les termes>\(3)* sontO(n =)
et peuvent étre négligés;

(Cy) d > (3/2+a)/|log A\(2)], ce qui assure que les termes\(2)% 0, sontO(n=¢)
pourk > k1(n). C'est une contrainte technique nécessaire pour validstitha-
tion obtenue par perturbation du point de col.

Les contrainte$C ) et (C3) sont compatibles étant donné la propriété de log-conceeitéo).
Les contrainte$C}) et (Cs) est vérifiée puisque la valeur propre sous-dominante estodiel i
inférieur (strictement) &(2). Les contrainte$C>) et (C4) sont automatiquement vérifiée avec
a €]0,1/2[. En conséquence, la constadtpeut étre choisie dans l'intervalle

]m“ (|1og3A<3>|’ |102gu|’ ﬁ/;;(;i) ’ |1og2A<2>| [

(1) Indices du débutSoit z = re'?, on calcule facilement

log |1+ re| == Llog(1 + 2rcosf +r?) = rcosf — é cos20 + O(r3).
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On obtient donc la suite d’inéquations sur le cetcle ne? et a l'indicek = k1 (n)

log |11 (2)] = Z log |1 + zpuw|

|lw|=k

2
n
:ncos,@f?cos% Z pa, + O [ n? Z v,

lw|=k lw|=k
=ncosf — p%200529)\(2)2 + 0 (n?V%) + 0 (nPA(3)%)
=n (cos@ - pg cos 29)\(2)k) +0 (n7°). (8.23)
On a par une étude élémentaire que la fonctith) = cosf — ccos26 avecO < ¢ < 1 admet

un maximum suk — , 7| atteint end = 0. On obtient donc (puisque\(2)* = o(1)) a I'indice
k = k1(n) que poum suffisamment grand

log |1 (2)| < ncos® — con®,

pour des constantes > 0 eteg > 0. Ainsi, des bornes triviales appliquées a l'intégrale de
Cauchy

1
Thon S Ml X [Tk (2)]

entrainent pour une approximation du point de Rct n

nle™  __ e
Wnl(n),ng nn e 0 0; (824)

ce qui correspond a une queue de distribution & gaucke 1 (n), globalement exponentielle-
ment petite.

(ii) Les indices du domaine central et de la finm découpe le contouren deux :

1. Pourk > ki(n) et sur la partiey \ 7o du contour, on a encore I'équivalent (8.23). Le
maximum est atteint eth = 6. La contribution de I'intégrale dans la région non-cerral
v\ o satisfait donc

n! / dz
P I, (2)
2im Jpo Zntl

Mo (8.25)

(On remplac#? /2 par6? /4 afin d’absorber les termes de la forgy@ qui proviennent de
la formule de Stirling). D’aprés (8.25), la contributior su,yo est ainsi exponentiellement
petite (puisquenf? = n2“).

2. Dans le domainegy, on écrit la quantitél; (z) sous la forme
2,2
I(2) = exp (2 = M) ) explA() + ()

ol A(z) et B(z) sont définies sury et satisfont|A(z)|] = O(*|z|?) et |B(z)| =
O(A(3)%|2]?). On peut donc écrire avec = ne' et grace aux condition&’s), (Cs) et
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(C4)
I (2) = €* exp(—pn?\(2)F) exp (—p”;(em —1)+A(2) + B(z))
= e exp(—p A1 +(2). (5.26)
ot [e(2)] = O(|2|-?) (avecs > 0).

Puisque la formule intégrale de Cauchy appliquée®adonne 1/n!, étant donné la
borne (8.25) sury \ v et I'approximation uniforme (8.26) suy,, on conclut que pour
k> k1(n),

Thn = exp[—p%)\(Q)k] (1 +0O( 1A )) . (8.27)

nos

Les équations (8.24) et (8.27) caractérisent completefaesiwmaine complet > 1. On éta-
blit ainsi une approximation du méme type que celle étaldiesde modeéle de Poisson, ce qui
compléte la preuve. O

Aparté méthodologique.La preuve donnée ci-dessus revient essentiellement &ereles esti-
mations établies pour de grandes valegémdlesdu paramétre au cas otx décrit (tout ou partie)
du cercle complexe = ne'. C’est cohérent avec les principes généraux de dépoissimmipar
méthode de col [33, 57]. Il est également a noter, en conacelavec [33], que la limite double
exponentielle pour la distribution de la hauteur n’est pasprobabilité de distribution limite dans
le sens classique du terme. Posant

_ | log(pn?/2)
Ro(n) = { g AQ2) J

et ne tenant pas compte des termes d’erreur, on a

Tro(nytsm & € P ol

1\ {rog(en®/2)/110g M)}
™=(xa) - 6P

ou {u} désigne la partie fractionnaire. En d’autres termes, laibligion est un échantillonage
discret de la fonction double exponentielle, comme elleeggrimée dans (8.27). De maniére
équivalente, il existe une famille (8.28) de distributiggeuvernée par le terme bor¥én)) qui
varie graduellement et périodiquement lorsqueroit comme une puissance déA(2). Un tel
phénoméne périodique exprimé a I'aide d’'un échantillordigeret d’une distribution de valeur
extréme revient souvent pour les tries ; voir par exemplgp62r une discussion plus détaillée.
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Nous finissons cette étude par un chapitre présentant ddtatépour des sources particulieres
et quelques expérimentations. Les sources sans mémaeeatdines de Markov sont ici vues du
point de vue des sources dynamiques. Il est intéressanirdguas sont les opérateurs impliqués,
guelles formes ont les valeurs propres et les fonctionsrpsofLa source en fraction continue
fournit une connexion intéressante avec des problemesmatiques profonds (en I'occurrence
les zéros non triviaux de la fonction zeta de Riemann).

La structure tres efficace desT fait I'objet d’expérimentations sur un corpugl@by Dick, d’H.
Melville). Les résultats cadrent remarquablement bien avec I'aadhgorique. La structure hy-
bride deTsT a également permis I'implantation du correcteur orthobigyeepelle  [17]. Les
différents choix techniques sont expliqués. En particulae forme d'unTsT peut étre optimi-
sée pour accélérer la recherche. D'autre part I'algoritdmeompression de I'arbre (consistant a
mettre en commun certaines portions de 'arbre) est présent

9.1 Applications

Nous développons brievement trois cas particuliers : lescges sans mémoire, les chaines de
Markov et la source en fraction continue. Les résultats sgatématiquement donnés dans le
modeéle plus naturel de Bernoulli de paramétre

151
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9.1.1 Sources sans mémoire

Les sources sans mémoire sont des sources sur un alphalmet firfini M, ou le symbolen
est émis de facon indépendante avec la probabijifeL'opérateur usuel de Ruelle associé au
systeme est alors

Go[f1(2) == > 1 [(gm +Pm2),  aVEC gm = > pi.

meM <m

La fonction propre dominante est la méme pour chaque opgretenposant§, ;. Cette fonction
est une fonction constante par rapport a la varialpeurRe(s) > o. Cette fonction constante est
également la fonction propre dominantedle pour toutes les valeurs dget(s) = > - v P

est la valeur propre associée. Le projecteur domiagdrft est la forme intégralgé’o1 f(®)dt. Plus
généralement, le spectre e est

SpGs = {Xe(s) := Z pfje, >0},
meM

et, donc, le déterminant de Fredholm est

F(s,u) = H 1—u Z pire].

£>0 meM

Le vecteur propre relatif & I€f valeur propre\,(s) est un polyndme de degféPour les sources
sans mémoire symétriques, ceélt@aleur propre est indépendantestst dans le cas d’un alphabet
binaire, la famille de fonctions propres coincide exactetragec les polyndmes de Bernoulli [11],
définis par

tezt

et —1°

By(z) == 0 [tY]

Les résultats décrits dans le corollaire suivant sont icjass et concernent les arbres digitaux
construits sur un alphabet filit = {1,2,...,r} ou le symbole est émis avec une probabilité
Di- Ond

COROLLAIRE 9.1.Soit une sourc® sans mémoire avec un alphabet fini de cardinaligt des
probabilités{p;};_,. L'entropie et la probabilité de coincidence sont

h(B) = — sz- logpi,  ¢(B) = pr-

(7) Pour un trie standard, la taille et la longueur de chemineitrat pour espérances

S(n) ~ ——n,  P(n)~ "hl?é)”.

(7i) La hauteur d'un trie standard suit asymptotiguement uneédistribution double exponen-
tielle d’'espérance

2
Hm) o~ g @]

INous utilisons la notation=Y’ pour ‘approximativement égal’, (par opposition & réservé pour le plus précis
«asymptotiquement équivalent»), i.e., a quelques flucispres provenant de pbles non réels.

logn.
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(#4¢) Les longueurs de cheminement des tries hybrides satisfont

Pun) ~ TH) ~

nlogn, Pg(n) nlogn,

KL(B):Z(Z'*UZ% KB(B):QZI%'

Les expressions pour la hauteur et la longueur de cheminefteardent les analyses de [80, 95,
96] au cas d'une densité analytique. L'analyse des triesithgd construits sur de telles sources
a été faite dans l'article [16]. Devroye [21] a considérdféed’une densité non nécessairement
analytique avec une source sans mémoire non-biaisée (oétrsyue, i.e. aveg; = p, = 1).
Devroye a ainsi montré que, sdit(n) ~ 2logn, soit H(n) = +oo, selon que la quantit§ f2
(ou f est la densité) existe ou non, et gién) ~ nlogn dés quef est de carré intégrable.

Si la source est périodique, les fluctuations périodiquas o méme ordre de grandeur que le
terme dominant pour la taille. Les sources sans mémoiraisi@s sont périodiques :

(1/2,1/4,1/4), (p,p,p*) avecp = (1/2)(V2 - 1), (Pm)m>1 avecp,, = (1/2)™.

Le cas ou le déterminant de Fredholm est pseudo-périodgpédode, i.e., il existea # 2k
tel que

F(s+it,u) = det(I — uGsyir) = F(s, e u)

est également intéressant. Une source sans mémoire egbps@&todique si et seulement si il
existe deux nombres réelstd tels queb n'appartienne pas au groupe cycligg¢ engendreé par
a et que tous les nombres, /b appartiennent au groupe cycligée). Un exemple d’une telle
situation es{2/5,2/5,1/5). Comme I'ont noté Pollicott [81] et Fayolle et al. [27], il yume ac-
cumulation de points pour lesquels\(s) = 1 a gauche de la droifRe(s) = 1. L'argument pour
la proposition 8.4 adaptant I'inversion de la transforméevellin & ce cas montre directement
que la contribution totale de ces pdles esbém) pour la taille eto(n logn) pour la longueur de
cheminement.

9.1.2 Chaines de Markov

Nous considérons maintenant le cas particulier des chdimésarkov. Ici, I'alphabeiM est de
cardinal finir, et la matricdI, dont le terme général esf; joue un réle extrémement important.
Pours = 1, c’est la matrice de transition de la chaine de Markov.

Le spectre de I'opérateur-matrice est exactement la réunion des spectres des maliices
avec?! > 0. On a donc

SpGs = U Sp Hsts F(s,u) = H det(I — uTlgqp).
£>0 >0

Si les valeurs propres de la matride sont notées\(*) (s) pourl < i < r, alors
SpGs = {\D(s+0)[1<i<r £>0},

et toutes les composantes du vecteur propre correspondaniateur propre\(®) (s + ¢) sont

des polynémes de degféla valeur propre dominante de I'opératéiyrest exactement la valeur
propre dominante de la matri€k, et les fonctions propres associées ont toutes leurs canfess
constantes. Enfin, la fonction prop#g n’est autre que le vecteur de probabilités stationnaire de
la chaine de Markov.
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COROLLAIRE 9.2.Soit une chaine de Markow avec des probabilités de transition
{pi|j }1<i.j<r L'entropie et la probabilité de coincidence sont

h(M) == m Y pyelogpe, (M) =A(2)
P

ou 7, est lak® composante du vecteur stationnaire de probabilités de &rahde Markov, et
A(2) est la valeur propre du carré terme a terme de la matrﬂpgj) (i.e. de la matrice obtenue
en élevant chaque terme au carré).

(i) La taille du trie et sa longueur de cheminement ont des espémade la forme

S(n) = ——n P(n) ~ ﬁn logn.

(#¢) La hauteur d’un trie admet une loi de distribution asympujog de type double exponentielle
avec pour espérance

H(n) logn.

[ log A(2)]
(#4¢) Les valeurs moyennes des longueurs de cheminement poteselsytbrides satisfont

Kr(M)
h(M)

Kgp(M)

nlogn, Pg(n) ~

nlogn,

avec

Ki(M) = Zm‘«’ Z(Z* Dpijk. Kp(M)= 227%2M
%

k i i<jpi\k+”'+pj\k.

Comme mentionné dans l'introduction, ce résultat se rapgola référence [54]. Les calculs de
constantes sont expliqués un peu plus en détail dans I'arBiex

9.1.3 La source en fraction continue.

Des résultats préliminaires sur la source en fraction noetse trouvent dans [45], mais se limitent
a une densité uniforme. L'opérateur de Ruelle dans ce cappsté opérateur de Ruelle-Mayer,

1 1
Z (m + 2)2s f(7n+z)7

m>1

Gslf1(2) :

et la convergence est assurée pour tout nombre compleatisfaisanRe(s) > 1/2.

L'entropie de la source est connue sous le hom de constartéwyeet joue un role clé dans la
théorie métrique des fractions continues et I'analysealgdrithme d’Euclide. La probabilité de
coincidence\(2) correspondant & I'opérateur de Ruelle-Mayer est une cotespearfois appelée
«constante de Vallée», et intervient dans les généralisaén dimension 2 de I'algorithme d’Eu-
clide [19, 45, 99]. (Pour ce versant des choses, voir égalef#8] et la bibliographie attenante.)

COROLLAIRE 9.3.Soit une source en fraction continG& pour une fonction de densité initiale
analytique. L'entropie et la probabilité de coincidenceso

7T2

M(CF) = =N (1) = g

¢(CF) = A\(2) = 0.19945 88183 43767.
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() Les valeurs moyennes de la taille et de la longueur de chen@nesatisfont

6log 2
=—

6log 2

S(n) n+ o(n), Py(n) = — nlogn + O(n).

(7¢) La hauteur obéit asymptotiquement & une loi de distributientype double exponentielle
avec pour espérance

H(n) logn + O(1).

2
[log A(2)]

(#i7) Les valeurs moyennes des longueurs de cheminement desytiiides satisfont

3log?2 9
Pp(n) ~ 52 nlog“n
3 1 k+1] .
Pp(n) ~ Cnlogn avec C:=— 1+4kz>2m10g7 = 0.81125 48533 15373.

Le calcul des constantes est détaillé dans I'annexe A.

L'exemple de la source en fraction continue est intéresganbien des aspects. Tout d’abord,
comme mentionnéiii) au-dessus, les longueurs de cheminenf®rit:) pour les tries-liste et
Pg(n) pour les tries-abr s’avérent ne pas étre asymptotiquement&mne ordre de grandeur
lorsquen tend verstoo. (On pouvait cependant s’y attendre puisque la source etidrecontinue
ressemble a une source sans mémoire de type Zipf généealestdes probabilité{s(a)i%, avec

a = 2; voir la section 8.2.2). Ensuite, les problémes liés a léopkgité (ou I'apériodicité) sont
particulierement fascinants.

La source en fraction continue est apériodique, et les ¢t — G,) ! interviennent dans des
problémes mathématiques trés profonds : ils incluent lessz#on triviaux de la fonction zeta de
Riemann. Les autres valeurs gpour lesquelleg; admet une valeur propre égale a 1 sont reliées
aux opérateurs hyperboliques de Laplace. Quoigu'’il en seg derniéres valeurs n’apparaissent
pas comme poles de la série de Dirichiét) (Id, s). En effet, dans le demi-plaRe(s) > 0, la
série de Dirichlet\‘Y (Id, s) peut étre représentée par (voir 'annexe A)

C(2s—1) 25 —1  R(s)
C(2s)  1—s ' ((29)

ou R(s) est analytique pouRe(s) > 0. Ainsi, si la densité initiale est uniforme, le développeine
asymptotique d&'(n) ou P4 (n) donné dans le théoréme 8.5 ne dépend que des zéros nortriviau
de la fonction zeta de Riemann. Pour une densité non unifderm@éme situation se produit,
car les vecteurs propres des opérateurs hyperboliquespilackaz&atisfonﬂo1 f(z)dz = 0[72].
Ainsi, la nature de I'asymptotique du second ordre des pefia® additifs est reliée a I'hypothése
de Riemann.

A(s) = A (Id,s) =2

COROLLAIRE 9.4. Les fluctuations de la valeur moyenne de la longueur de cheament et de
la taille des tries standard avec une source en fraction oo sont reliées a I'hypothése de
Riemann. Par exemple pour la taille, on a

S(n) = 61;5271 +d(n) + O(1),
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ou ®(n) est une somme indicée par 'ensembléees zéros de la fonction zeta de Riemann dans
la bande «critique® < Re(s) < 1,

d(n) = Z Res(A(—s)(s + 1)1"(5)7175)5:7)(/2 . (9.1)

En particulier, sous I'hypothése de Riemann (R.H.), @n(a) = O(n'/4*<) pour toute > 0. De
plus, sans tenir compte de R.H., les deux implications stgasont valides.
(i) Siop = sup{Re(§), £ € Z}, alors, pour tou > 0, on a

lim ®(n)

=0.
n—oo n00/2+€

(ii) Réciproguement, si; est le supremum de tous lesels qued(n)/n/? est non borné, alors
¢(s) posséde au moins un zéro dats(s) > o;.

Preuve. L'équation (9.1) s’ensuit, du moins formellement, du chlbe résidu sur un grand rec-
tangle(—11/10+47,1/10£:T). L'équation (9.1) est justifiée par le fait qgés) croit assez vite

le long de lignes horizontales qui traversent la bandeigueb a haute altitude, évitant ainsi les
zéros de la bande critique. De plug{(s) est de croissance polynomiale faible dans une bande
qui contient la bande critique. Cette derniére assertibmaisle du fait de propriétés connues de
la fonction zeta de Riemann; les détails sont omis et sonpt&Eement similaires a ceux déve-
loppés dans la discussion de la formule de Ramanujan daneldé Titchmarsh [97, sections 9.7

et 9.8]; voir également [24].

Une fois I'équation (9.1) établie, les autres implicatisfensuivent. O

Aspects numériques des fluctuatidNsus offrons une discussion succincte sur la fonction fluc-
tuante®(n). Nous savons, d’'aprés la discussion précédente, que ladong s) est de croissance
polynomiale faible. Soitb["!(n) la somme tronquée issue de (9.1) restreinte aux zédesla
fonction zeta tels quim(¢)| < Tp. La différencd®(n) — @701 (n)| est le produit d’'un polynéme
enT, et d’'une quantité qui est approximativement’0/2,1/2, étant donné le caractére de dé-
croissance exponentielle de la fonction Gammaeéso. Dans cette discussion, nous utilisoas
dans le sens informel de ‘grossiérement égal’.

Prenons par exemplg = 5 x 108 correspondant aux premiers x 10° zéros de la fonction zeta,
d’'aprés les calculs de van de Lune, te Riele et Winter en 10886 zéros satisfont tous I'hypothése
de Riemann. Oubliant les facteurs polynomiaux, une borpérseure sur le terme d’erreur lié a
la troncature, lorsque les termes correspondant aux gegnds deZ sont négligés, est alors au
pire

1B(n) — @) (n)| < By(n) ob  Ey(n) = (10*6*109-71)1/2.

C’est ainsi complétement négligeable pour toutes les valden inférieures a un seuil d'a peu
prés106x10°,

Pour toutes les applications «pratiques» I'hypothése @enRnn peut étre considérée comme
«vraie». Si nous nous concentrons sur les quelques preteiengs de (9.1), deux choses in-
terviennent : la forte décroissance de la fonction Gamma &it que les premiers zéros de la
fonction zeta possédent une partie imaginaire assez grétaoe situés e, &> = % + 14.1344.
Supposons dans un souci d'illustration que le résidw fles) en&;, & soit de module au plus
50, la contribution d&(n) —celle qui dominerait numériguement de toute fagon— esbréajpar

(8 x 10~7) - n'/4. Les zéros suivants sont encore plus loin, 1a ou la fonctiamf@a est encore
plus petite. Nous pouvons donc nous attendre au fait que

|D(n)| < 1075 - n'/*  pour n < 106%10°,
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Cette quantité devient 1 seulement pour des valeursaigour del 024,

En résumé, I'hypothése de Riemann, gu’elle soit vraie oy ntaifecte pas vraiment la nature
des fluctuations. De plug(n), méme si elle oscille de-co a +00, ne sera pas détectable a
moins quen devienne trés grand.(> 10%%). Les fluctuations seront en particulier complétement
absorbées par le terme constant du développement asyguetakeS (n). Ce fait est intéressant
puisqu’il fournit une instance naturelle du «phénomeéne debnt» (découvert par Dumont en
1980 et prouvé rigoureusement par Delange). Ce phénomemesant réside dans le fait que,
empiriquement, pour des valeursdéés proches de 1, la convergence numérigue

Zu(n)xn L> ﬁ = —2, (.I' — 17),

ou u(n) est la fonction de Moebius, parait valide alors qu’en rédditpartie gauche oscille fina-
lement de fagon non bornée pour— + oo (voir [46] pour une discussion plus approfondie).

9.2 Expérimentation

9.2.1 Expérimentation sur Mobydick(H. Melville)

Données expérimentaledlous avons voulu appuyer I'étude théorique effectuée demnsdctions
précédentes par une campagne de simulation sur un corpuslteanséquent. A 'origine, nous
espérions que les structures de données se comportegai@itativementde maniére compa-
tible avec les modeéles théoriques. Une adéquafi@ntitativenous semblait hors de portée étant
donné la simplicité de nos modéles (mots infinis, chaines dekd du premier ordre, régime
asymptotique non établi). La situation réelle est en faitgadlmeilleure qu’attendue.

Comme corpus de référence, nous avons choisi le roman d&teMelville Moby Dickdont le
texte complet est disponible sur Internet. Le livre ent@nteent1 295 000 caractéres €117 000
mots —suite de lettres alphabétiques contigués— dont fegukeurs s'échelonnent de 1 (le mot
‘a’) a 20 (‘uninterpenetratingly’). Certains expériences ont été conduites, comme ségatexte
en deux, filtrer les mots courts (de longueur inférieure arsegample), etc. Il y d7 448 mots
distincts dans le roman. On construit facilement la souates snémoire et la chaine de Markov
pour ce corpus particulier. Les valeurs théoriques estméer I'entropieh(S) et les constantes
KN (S) du théoréme 8.2 sont calculées d’aprés les sections pritesdsections 9.1.1 et 9.1.2)

h(B) = 2.896, h(M) = 2.271;
KL (B) =10.649, K. (M) =10.447;
Kp(B) =3.298, Kp(M)=2.295.

Dans ces formules, la source sans mémoire et la chaine deoWsokt notées respectivement
B et M. (Comme prévu, la chaine de Markov posséde une entropiepplite et on trouve des
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FIG. 9.1 — La longueur de cheminement pour les tries hybridesreSt(n logn). La figure de
droite permet de mettre en évidence la constante en diisamtlog n. Les courbes de haut en
bas représentent les contributions dues aux listesapexet la longueur de cheminement du trie
standard.

valeurs d’entropie en accord avec celles obtenues surrd&atextes [104].) Les espérances des
longueurs de cheminemeRYy, P, Pp dans les tries standard, listesa#rR contenant: mots
sont donc

source sans mémoii: 0.345nlogn, 3.677nlogn, 1.138nlogn
chalne de MarkoW : 0.440 nlogn, 4.600nlogn, 1.010nlogn.

Résultats et courbesPlusieurs statistiques sont intéressantes concerrairids hybrides. On
peut tracer les courbes correspondant aux longueurs deirokraent (figure 9.1). Sur chaque
dessin on superpose trois types de longueur de cheminerteeldngueur de cheminement du
trie proprement dit (courbe la plus basse), la longueur denifiement provenant de I’hybridation
avec lesABR (courbe médiane) et les listes ordonnées (courbe haut&ydritable» longueur de
cheminement d’un trie hybride est donc la somme de la longdeeaheminement du trie abstrait
et de celle provenant de I'hybridation.

Ces statistiques nous permettent d’apprécier la perttheincmodeéle choisi. En particulier, la
deuxiéme courbe confirme le comportementdn log n).

L'évolution des colts d'insertion (figure 9.2), ou de facauigalente des colts de recherche
négative, est croissante avec le nombre de mafdistincts) insérés. Les données numériques
sont relativement dispersées. En Fig. 8.2-on représente le colt d’insertion en fonctionrde
(avec les contributions de haut en bas : des liens de typgexlides liens de typeagR», des liens

de type «trie»). En Fig. 9.2:4), les mémes données sont représentées en échelle loggrithmi
Fort logiquement, le colt d’'une insertion est du méme ordielg profondeur moyenne d’'une
feuille c.-a-d.O(log n).

Un aspect intéressant auquel nous allons plus particaligménous attacher dans la section sui-
vante se situe dans le fait que les mots d’'un texte n’appematipas avec la méme fréquence (loi
de Zipf par exemple). On peut ainsi tracer la trajectoireadi®@hgueur de cheminement pour un



9.2. Expérimentation 159

35T 35T

@

30 +

25 T

@ S
N w
a S

20 +

<]
N
S

A
,“ 'Ayﬂv” W)'}W;{.Q“M'M W

vV

B S B o
?MWW e MMMMW"WMMMMWWWW / V/%mm,r’b\‘\‘v\h‘{“M‘WW
T ettt Al
0 2000 4000 6000 8000 10000 1200014000 16000 077 1 2 3 4 5 6 7
(i) Codit d’insertion (i) Colt d’insertion (échelle logarithmique)

FiG. 9.2 — Evolution du coit d’insertion sur les mots (distihchs dictionnaire de Moby Dick [de
haut en bas : trie-liste, trieBR, trie standard].

texte donné (Fig. 9.3). Pour chaque mot du texte (déja préenon dans le trie), on affiche
la valeur de la longueur de cheminement. Il s’agit juste d&oangement d’échelle sur I'axe des
abscisses.

Nous décrivons une expérience en détail. En prenant la prerpartie du texte et en retenant les
mots de longueur supérieure ou égale a 6, on obtient un etesel@b 437 mots. Le nombre de
nceuds internes e8t444. Les longueurs de cheminement du trie stand&g (trie-liste (P) et
trie-ABR (Pg) sont respectivemerity = 50 894, P, = 178 688, Pz = 59 715. Les formules
empiriques pour les différentes longueurs de cheminenoent s

E,[Pa] ~ 0.9nlogn, E,.[Ps] ~ 1.3nlogn, E,[PL] = 3.8nlogn.

Les valeurs théoriques calculées sont optimistes et sossgrement la moitié de ce a quoi on
s'attendait pour la taille (le nombre de nceuds internesi érigueur de cheminement du trie
standard. Une interprétation plausible de ce fait provilerfiait que de nombreux mots sont trés
proches les uns des autres dans un dictionnaire constraitiage toutes les formes d’'un mosg,,

ici, aboriginal, aboriginally, aboriginalness). Les prédictions pour les tries-liste et les triezr
sont trés proches de celles qui sont observées.

En résumé, on en arrive a la conclusion :

LesTsST constituent une structure de données efficace du point déevlzethéorie de
I'information puisqu’une recherche nécessite typiquettherin comparaisons. Les
tries-liste demandent a peu pres trois fois autant de caargmars. Pour un alphabet
de taille 26, la structure desT occupe 9 fois moins d’espace mémoire que la version
standard (avec tableaux de pointeurs).

Cela justifie de considérer lasT comme une structure de choix pour traiter de larges volumes
de données textuelles. En citant [8]€tnary search tries combine the best of two worlds : the
low overhead of binary search trees (in terms of space andingtime) and the character-based
efficiency of trie’s
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FIG. 9.3 — Trajectoire observée de la longueur de cheminemeinsérant les mots du texte un
par un (avec les répétitions).

9.2.2 Un exemple de correcteur orthographique epel | e

La détection de fautes d’orthographes est un vieux prob&miaformatique. Elle consiste a vé-
rifier que tous les mots appartiennent bien au dictionnkiaéggorithme utilisé par le programme
epelle permet de vérifier avec un taux d’erreur nul [17]. D'autreghndes existent ou I'on
autorise un certain taux d’erreur en échange d’une éconenmeémoire [7].

Présentation

Le programmespelle [105] a été créé par Paul Zimmermann et repose sur la steudtarbre
digital en liste. Fort des résultats de cette thése sur leésugtie, il était tentant d’'introduire la
structure derST pour rendre le programme plus performant!

Le but de ce vérificateur orthographique est de proposertuneigre d'arbre digitat ST compact
afin de représenter un dictionnaire. Le programme origapellle  utilisait une méthode de
compactification qui évite la duplication de parties delta: Cela correspond a une situation
courante pour un dictionnaire ot un grand nombre de tersonai sont partagées par tout un
ensemble de préfixes. C’est particulierement frappant [gsuregles de conjugaisons des verbes
du premier groupe par exemple( -es, -e, -ons, -ez, -ent).

Structure de données

Le programmespelle utilisait dans la version précédente les tries-liste eqjukanceud possé-
dait 4 champs: un lien de descente dans le trie, un lien vexele frére dans I'arbre, un caractére
et enfin un booléen indiquant si le nceud correspond & un mattarthaire.

Le choix pris ici est d'utiliser la structure proposée a letgm 5.3.1. On adopte la représentation
du langage C selon laquelle la fin des mot est repérée pardetéag\0’ . Chaque noeud possede
également quatre champs (trois pointeurs et un caracté&repde ne différencie plus différents

types de nceuds et devient plus efficace. L'inconvénientraftpgu niveau de I'espace mémoire
nécessaire. La structure utilisée est celle du chapitre 5.
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typedef struct tnode *Tptr;
typedef struct tnode {
char splitchar;
Tptr lokid, eqgkid, hikid;
} Tnode;

Réorganisation dutsT

Par allleurs, la structure desT propose 'avantage par rapport a celle du trie-liste d'adeis
possibilités d’optimisation; celles-ci seront donc exi@es.

Un mémeTtsT peut avoir des formes trés différentes. A titre d’exempdijdure 9.4 représente
deuxTsT construits sur le méme texte (en I'occurrence le premiepitteade Moby Dick), selon
que les mots sont insérés en ordre lexicographique ou danilsd’ ol les mots apparaissent dans
le texte.

Des algorithmes permettent d’optimiser keBR par rapport & une série de requétes. Certains de
ces algorithmes sont dynamiques et s’adaptent a I'enteéesfllay trees par exemple [93]) mais
ne sont pas en général optimaux. D’autres sont plus statiguaécessitent la connaissamce
priori des fréquences des symboles stockés damRI'pour équilibrer celui-ci (algorithme de
Ku-Tucker). Etant donnée la structure statique du dictire c’est le deuxieéme choix qui a été
fait dans l'implantation.

On peut optimiser la forme d’unsT par rapport a la longueur de cheminement de I'arbre (somme
des longueurs des chemins pour aller de la racine a chacsrfeullles), ou bien plus générale-
ment par rapport a un corpus particulier. La deuxieme sohgst la plus adaptée pour les données
textuelles. En effet, le mahe par exemple n’apparait qu’une fois dans le dictionnairesadme

ce méme mot peut faire I'objet de nombreuses requétes.

Laloi de Zipf est une loi observée empiriquement sur lestegh langue naturelle : les fréquences
des mots suivent une loi proportionnellé &. Sur I'exemple de Moby Dick, on peut rassembler
guelques statistiques. Le premier chapitre de Moby Dickpamd 2242 mots. Le tableau suivant
rassemble les 10 premiers mots dans un classement par ndiotearrences.

mot | nombres d’occurrences pourcentage
the 125 5.57%
of 81 3.61%
and 73 3.26%
a 68 3.03%
to 53 2.36%
in 48 2.14%
i 43 1.92%
is 34 1.52%
that 31 1.38%
as 26 1.11%

582 25.95%

A la lecture de ce tableau, il parait avantageux d’optimis@isT par rapport a cet ensemble de
mots puisqu’un mot sur quatre dans le texte en fait partiar Bonner une idée plus précise de
la portion de I'arbre qui «supporte» la plus grosse chargedessine les méme arbres qu’a la
figure 9.4 en ne représentant que les nceuds correspondandix aeots (figure 9.5).

L'algorithme de Ku-Tucker [63] permet d’optimiser la forrd&in ABR par rapport aux requétes.
Le modéle sur les données est celui du multiensemble (vuagitod 6). Pour un multi-ensemble
E ={ny1-1,n2-2,...,n,-r}, 'algorithme de Ku-Tucker permet d’obteninBr sur{1,2,...,r}
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FIG. 9.4 — DeuxrsT construits sur les mots insérés dans le méme ordre que edklidapparition
dans le texte (a haut) et en ordre trié (en bas). La grossenndeud est proportionnelle au nombre
d’acces pour une recherche de tous les mots du texte (avepl&titions). Les liens de type «abr»
sont en noir tandis que les liens de type «trie» sont en gris.
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optimal par rapport au co(t de recherche de I'ensemble desiel” (c.-a-d.n; fois la recherche
de la clél, n fois la recherche de la cl® etc.). Cet algorithme de construction est@m?).

Pour construire lersT optimal, on rassemble les statistiques aux nceuds. Ensuiteghaque
structure-nceud, on procéde a I'optimisation. Avec un dphde taille finie-, puisque le nombre
de nceuds internes est de I'ordresdde codt de I'optimisation est en moyen@énr?). L'arbre
correspondant au premier chapitre de Moby Dick est reptésem la figure 9.6.

Compression de I'arbre

Afin de limiter 'espace mémoire nécessaire, I'arbre estp@®sé en mettant en commun les sous
arbres communs (ce qui fait penser aux graphes acycliquéssuots ; DAWG). La comparaison
de deux sous-arbres s’effectue en associant a chaquerbvas+a entier a partir des champs de sa
racine. D'ou I'algorithme suivant, utilisant une strua@®globale pour stocker les entiers alloués
pour les sous-arbres déja rencontrés.
Algorithme compactifie(t)

/* renvoie I'entier associé a l'arbre t */

si t == NULL alors

renvoyer O;

i = compactifie(T->lokid);

j = compactifie(T->eqkid);

k = compactifie(T->hikid);

m = cherche(S, i, j, k, T->splitchar);

si (m < 0) alors {
m = creer_etiquette(i, j, k, T->splitchar);
ajouter(S, m);

renvoyer m;

La fonctioncherche renvoie I'entier correspondant au sous-arbre attaché aul mourant s'il
est dansS (c.-a-d. qu'il a déja été rencontré) et -1 sinon. La fonctoger_etiquette ren-
voie un entier non alloué (cela correspond au fait de direlg@eus-arbre rencontré est unique
jusqu’a présent).

LesTST construits sur des dictionnaires se compressent relatimelien. En effet de nombreux
suffixes sont partagés. On va étudier ici deux exemples :dmijgr correspond au dictionnaire
des mots contenu dans Moby Dick (un dictionnaire assez trééui7 568 mots), le second est
le dictionnaire frangais fourni avezpelle (260 689 mots). Nous indiquons des taux de com-
pression en nombre de nceuds. Le format choisi ici pour tigersous forme de fichier de I'arbre
compressé est de stocker dans une table de taille maxitiate 262 144 les nceuds de I'arbre
compresseé en codant les liens sur 18 bits. Par ailleursles fiuls ne sont pas codés. On pourrait
trés facilement améliorer le codage (ne serait-ce qu'déisanit un code de Huffman; cf chapitre 2)
mais, bien sir, le chargement de la table en est ralentiahi&utes résultats sont rassemblés dans
le tableau suivant (la machine utilisée est un pentium IN28).

fichier mots taille noeuds avan{ nceuds apres taille temps création/
fichier | compression| compression| table optimisation/
compression

(en ms)
frangais | 260689 | 2764 Ko 819710 73212 354 Ko | 830/1120/1750
Moby Dick | 17568 | 144 Ko 65335 17960 85 Ko 50/90/180

La derniéere colonne de ce tableau indique le temps de cnéddiosT a partir du texte (chargé en
mémoire principale), le temps pour optimiserrkeT (équilibrer lesaBr grace a I'algorithme de
Ku-Tucker) et enfin le temps pris par la compression de l&arbr
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FiG. 9.5 — Figure correspondant a la figure 9.4 ou seuls les noaudsspondant a I'ensemble
the, of, and, a, to, in, i, is, that sont représentés.
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FiG. 9.6 — LeTsT correspondant au chapitre 1 de Moby Dick optimisé [en hadatbie entier, en
bas : seuls les nceuds correspondant aux thetof, and, a, to, in, i, is, that sont représentés].

On connait assez bien la répartition des motifs dans leesliinaires de recherche [31]. Dans un
ABR de taillen. construit par insertions aléatoires, chaque motif appavat une fréquence qui est
en moyenne proportionnellera Une telle étude pourrait sans doute étre également menge po
les tries standards et permettrait de mieux comprendren@sgmenes de compression observés
ici.



Chapitre 10

Conclusion

Cette these fournit une double généralisation. D’'une gétfeurnit un nouveau modéle uni-
ficateur englobant un grand nombre de sources classiquastr®’part, elle s’intéresse a des
structures hybrides plus proches de I'implantation.

Les études en moyenne d’arbres digitaux partent génératethen modéle probabiliste simple
sur les mots. Un premier pas vers une plus grande générslideeconsidérer les chaines de
Markov. Nous proposons dans cette thése d’aller plus loét am modéle unificateur, celui des
sources dynamiques probabilisées. Ce nouveau modélérengiagrand nombre de sources clas-
siques : sources sans mémoire, chaines de Markov ou le &/d&rmumeération en fraction conti-
nue. Ces sources tirent leurs origines de la physiquetgiats Empruntant au formalisme de la
thermodynamique, on associe a une source un opérateuratgungépourvu de propriétés spec-
trales dominantes. Des grandeurs caractéristiques deleescomme I'entropie ou la probabilité
de coincidence s’expriment alors directement.

Dans un souci de se rapprocher davantage de I'implantataite thése pose un cadre d’étude
des tries hybrides. Autour de la structure d'arbre digitalde trie (le squelette), on greffe en
chaque nceud une structure permettant d’accéder a ses fitsTlgernary search tri¢ résulte
d’'une telle hybridation avec des arbres binaires de retleeitcétude théorique confirme le bon
comportement de cette structure en pratique. Comme s@éylignBentley et Sedgewick, il s’agit
d’'une structure de données trés efficace pour les donnéeglles qui dispose de nombreuses
fonctionnalités (par rapport aux tables de hachage notartyme

Cette thése propose un panel assez complet des techniquetii®ttilisés en analyse d’'algo-
rithme (séries génératrices, transformée de Mellin, nigbale poissonisation et de dépoissoni-
sation). De plus l'incursion inédite des systéemes dynaesglans le champ de 'analyse d’algo-
rithme ouvre des perspectives intéressantes.

Extensions et problémes ouvertdes études préliminaires tendent a montrer qu’il serasijpdes
d'utiliser les méthodes de cette thése et le modeéle de sporgeanalyser les arbres de suffixes,
en dépit des difficultés dues aux corrélations intervenkamns avoir [55] pour une étude dans un
cadre classique. La structureklel trie (trie ak dimensions) semble également pouvoir tirer profit
des travaux présentés ici.

Un autre probléme intéressant réside dans la capacité dpression que semblent offrir les
tries. L'étude de motifs dans les tries est sans doute dbtegsr des méthodes symboliques et
permettrait de mieux comprendre les phénomeénes de corress
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La structure d’arbre digital se marie particuliérementbéeec le nouveau modéle des sources
dynamiques. Sans doute cela s’explique-t-il en partiegaotrespondance entre les préfixes des
mots émis par la source et les intervalles fondamentauwearés par les opérateurs générateurs).
Cette notion d'intervalle fondamental, trés riche, cdnostun des concepts centraux de cette these.
La correspondance entre préfixes et intervalles fondameifdarnit également des liens avec la
théorie de 'information.

Les sources générales sont d'ores et déja employées polysemd’autres paramétres en
moyenne autour d'arbres digitaux comme la taille des arbaggICIA [13], la hauteur de pile
d’un trie [12] (la taille de la pile nécessaire pour un parsocursif du trie). Cette notion de
source dynamique peut étre considérée avec succes paallyBaren moyenne de problémes au-
tour des motsgattern matching I'aide d’automates par exemple).

La hauteur d'un trie standard est un parameétre bien conmwedihui. Les moments et la distri-
bution sont précisément caractérisés. D’autres problémé@wzssants sont dans le prolongement
direct de cette thése et restent ouverts.

— L'analyse de lehauteur des tries hybride@ries-liste et triesaBR), ol la hauteur est définie
comme la longueur de la chaine de pointeurs maximale rdlardcine a I'une des feuilles,
semble requérir des méthodes plus probabilistes que @lfEssées dans cette thése. Il faut
en effet arriver a combiner les deux types de structures €raBR) et & déterminer quelle
structure influence le plus la hauteur.

— Pour legparametres additifs avec un modéle de source géngaais avons peu d'informations
sur la distribution méme dans le cas du trie standard. Uneapp particulierement promet-
teuse est celle utilisée par Jacquet et Szpankowski. Leeodration de la distribution est tres
vraisemblable pour la taille et la longueur de cheminent@elia revient a dire que I'écart type
est d’ordre strictement inférieur a la moyenne. On peutedgaht conjecturer qu’il existe une
distribution limite gaussienne pour ces deux parameétres eplupart des cas (ce qui est sug-
géré par les études avec des modéles de sources plus siB§)i&§] 71]). Ce probleme reste
ardu puisque lié a une caractérisation encore plus préaispectre des opérateurs introduits
dans cette these.
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Annexe A

Source en fraction continue : étude
de la série de Dirichlet

Nous détaillons ici quelques calculs pour la source enifraatontinue. Nous commencgons
par rappeler quelques propriétés de I'opérateur de Riddlger pour les fractions continues.
L'expression de I'entropie de la source est ensuite sutminent calculée. Enfin le calcul de la
constante” du corollaire 9.3 est examiné en détail. Enfin, une exprasiida série de Dirichlet
d’intervalles fondamentaux dans le cas le plus sinigle) = A4 (Id, s) qui permet de conclure
par rapport & la croissance faible dés) sur une bande verticale du plan complexe.

A.1 Propriétés de la source en fraction continue

A.1.1 Propriétés spectrales dominantes
Au voisinage des = 1, on écrit

G 1f1(2) = M) es[flus(2) + NE[F](2)-
Les objets spectraux dominants€s- 1 sont connus

1
~log21+z

eslf] = / FOd, (2)

La fonction propre dominante dg est nommée mesure de Gaul3.

A.1.2 Continuants

Le calcul utilise des propriétés sur la forme trés spécifidegbranches inverses. A un réek

7 =]0,1[, on associe la suiteg = x,x1,x9,...,xk,... des itérés de. Si le k€ itéré existe,
I'exécution de I'algorithme des fractions continues santréer, se traduit par un développement
en fraction continue

o = )
m1+

mo +

mig + Tk

173
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ou les entiersn,; sont supérieurs ou égaux a 1. La relatign= h(zo) définit une homographie

h de hauteuk, associée a uh-uplet(mq, mao, ..., my) d'entiersm; > 1,
1
h(x) =
W=
m
! 1
mo +
mg +x

Une telle homographie s’exprime alors a I'aide desatinuants

P+ 2P,

hz) = Qi+ 2Qr—1’

Qr = Qr(mi,....,mp), Qr—1 = Qr—1(my,...,mr_1),
P, = Qrp—1(ma2,...,mg), Pio1 = Qr—2(ma,...,mr_1).

Les polyndmes continuants sont définis par récurrence
Qr(mi,ma,...,mg) = mpQr_1(my,...,mg_1) + Qr—2(m1,...,mp_2),

avecQo = 1, Q1(m1) = m;y. Le polynéme continuar@®y(mi, ma, ..., my) est aussi la somme
de tous les monémes obtenus en barrant deux variables cwirséen;m; ., dans le produit
myms - - - my. Les continuants vérifient une propriétésjenétrie

Qr(ma,...,mg) = Qr(mg,...,my),
et I'identité du déterminant
QrPr—1 — Q1P = (1%
L'intervalle fondamentaf,,, avecw = myms - - - mj, est de longueur égale a

1

Tl = Qr(Qr + Qr_1)

A.2 Croissance modérée dd (s)

La sérieA(s) = A{4)(1d, s) s'exprime grace aux itérés de I'opérateur de Ruelle Mayeeftet,

on calcule
As)= > ul,

weM*
:;)w;;k Q1" (Qk— 1+Qk)
:];)wezjvlk@ 2s 1+Qk 1)

729 1—1—1’ (0).

k>0
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12

FIG. A.1 — situation pour la proposition A.1.

Formellement, on a

1

A(s) = (I — Qs)fl[m

1(0).

D’aprés les propriétés spectrales @e A(s) posséde un pdle simple en= 1. En effet, au
voisinage des = 1, G, s'écrit

Gf1(z) = A()* eslf] ws(2) +NPIFI(2),

1
~log21+2’

P1(2)

1
e = [ fws
0
Dans notre casf(z) = ﬁ on en déduit que, dans un voisinagesde 1,

1

A =13m

ex[£1(0) s (2) + (I = No) 7' £1(0).

Le rayon spectral dd/; étant strictement inférieur a 1 — N;)~! est analytique em = 1.

Pour appliquer le théoréme des sommes harmoniques, il featre trouver un réef < 1 tel
queA soit analytique suRe(s) = ¢ et aussi prouver qué lorsque I'on s’éloigne de I'axe réel a
l'intérieur d’une bande verticale ne croisse pas trop @test I'objet de la proposition suivante

PROPOSITIONA.1 (CROISSANCE MODEREE DEA(s)). A(s) n'a pas de pdles sufs,1) et,
dans le domainé{, est enO(|s|") pour unr > 0, avec

1
HZ{SEC|§<a<Re(S)<ﬁ<2 et Im(s) > 4}.

Pour clarifier les choses on peut se référer a la figure A.1.

Preuve. La fonctionA s’écrit en fonction des continuants

S __ = 1
A(s) = ;“h Sl Z, Qu*(@Qn +Qr-1)™

k=1|h|=k
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Or d’apres une propriété des continuants

Qr—1(ma,...,mp_1) = Pe(mp_1,...,m1),

donc

_1+Z Z L QK Qk+Pk)

k=1M™M1,...,
m1>1

A chaque fraction irréductible/d de lintervalle]0, 1], on peut associer 2 développements en
fraction continue, I'un propre ou le dernier quotient vérifi, > 1, I'autre impropre ou le dernier
quotient vérifiem,1 = 1. Ainsi, tout couple(c, d) d’entiers vérifiantpged(c,d) = 1,d > 2
et0 < ¢ < d peut s’écrire de 2 maniéres différentes comme un colple@y,). Par ailleurs, le
nombre 1 s’écrit de maniére uniq(ﬂa 1) et on obtient donc

1
2 & &e+d)

0<e<d
pged(e,d)=1

1 1
ke Yt
2 = ds(c+d)
0<c<d
pged(e,d)=1

On considére les 2 ensembles
Q={(d,c)€Z?|d>2,0<c<d}
Q' ={(d,c) €Z?|d>2,0 < c<dpged(c,d) =1}.

Tout élémentd, ¢) de{ s'écrit de maniéere uniqu@l = ud’, c = uc’) avec(c’,d’) € Q' etu > 1
(c’est la propriété du pgcd).

Z dé(c—i—d g dz: (ud)® uc+ud)

(d,c)e
Y Ferar
u>1 (c,d)eqy’ ds(c T d)

=29 >, d50+d

(c,d)eq

1

d>2
0<c<d
pecd(c,d)=1

La conditionpged(d, ¢) = 1 peut donc étre supprimée en divisant pgs). On a alors

Als) =1+ st 2 c+d

d>2 0<c <d

S O =

d>2 d<c<2d
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Dans la double somme, on a besoin de bornes non stricteqgaur utiliser une majoration par
des intégrales). On a

)IFD DEETDPEND'S

d>2 d<c<2d d>1 d<c<2d
1 1 R
- ds s ds “ds (Qd)s
d>1 " d<c<2d d>1
1 1 1 1
=25 =0+ 52 =
d c 2 d
d>1 " d<c<2d d>2
1 1 1
=—(1+§)C(28) %4— —~
d>1 d<c<2d

M@ﬁ+§+i%@)%§j§—a+;mm>

d>1 d<c<2d

=-1- 28 Z Z

d>1 d<c<2d

La formule de sommation d’Euler-Maclaurin permet d'évalue

1
2 &

d<c<2d

THEOREMEA.2. Soit f une fonction & valeurs dari3 définie sur I'intervallda, b], ot a et b sont
des entiers. Si f est dérivable et & dérivée continue suefiralle [a, b], alors on a

/f yaz 4 L0 [f@ﬂ%)f@mm

ou{z} est la partie fractionnaire de.

a<k<b

Ainsi, on a
2d 2d
dx 1 1 1. —s
o —+ g+/‘aﬂ——r——m
d<c<2d © / (2d) d 27 et
1 1 1 2d 1.1
= 12~ “(1+27%)— — - = d
L ) 5127 % SL ({2} = 5) gy do

On obtient finalement

AN (Id,5) = —1— 27* + gés) (1,5_7211_8«23 _n 4 AE Q_Sg(zs)) ~ R(s)
S 1=27((25 - 1)
=2y ) (A1)

avec
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Posant = Re(s), on remarque

2d
S/
d

L
ds

$s+1

2d 1 1
‘ | - s

d'ou

%(2*“ S1)— =2 15 (277 — 1)

>

d>1

IR(s)| < ‘%

Ainsi R(s) est analytique pouRe(s) > 3. On voit donc que\(s) n'a pas de pdles pouy <
Re(s) < 1.

La deuxieéme partie de la preuve peut étre faite grace a desatians sur un domaine approprié
de((2s — 1)~ et de¢(2s) (d’aprées [24]). O

A.3 Calcul de I'entropie h(CF)

On calculeh(CF) = —X'(1) grace aux propriétés spectrales dominanteg,den considérant les
résidus de

-1 1 1 B B
W@/{) dt = Res [(I - Gs) [1](0)]521 — Res

) —]

weM* Ok

Or par un calcul du méme type (mais beaucoup plus simple) gug conduisant a I'expres-
sion (A.1),on a

1 _ Lig(Qs—l)i
2oop= X @) b

weM* c,d
c<d
pged(e,d)=1

ou((s) = > >, 1/k* estla fonction; de Riemann. Le résidu de cette expression en 1 est
B 2
1/¢(2) = 6/x%. On obtient finalement \' (1) = ——.
/6(2) = 6/ ()= 5iog3

A.4 Cas lalongueur de cheminement pour les triegBR

On rappelle I'expression pour la longueur de cheminemenriehABR du corollaire 9.3.

L kel
2_1 % 2

3
Pgp(n) ~ Cnlogn avecC := — 1 —|—4kz>:2

Le but de cette section est de montrer un exemple de calcardgante pour la source en fraction
continue. Le calcul d&' ne dépend pas de la distribution choigie(voir la section 9.1.3 et
les théoremes de la section 8.2); on peut donc supposer sinution uniforme. La série de
Dirichlet s’écrit

AP ads) =2 3 Y “U’g#

WEM* i<j ~ w-[i,]]
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En considérant les continuants correspondant a ununet m;m?2 - --m; de longueurk, on
calcule alors

1 U (j—i+1)
QQ(Qk 1 Jrz)(Q(S 1 +Z+1) w-[i,5] Qk(Qk 1 +’L)(Q5 1 Jerrl)

Ui =

On calcule

AGOEIDY Qif(%) 3 Qlisf<@5kl>

(m1,...,mi)ENF (m1,...,mp)ENF

ou la deuxieme égalité provient de la relation de symétrieabmtinuants. On peut donc écrire
par identification

LB Id , Z Z 1 (QCS 1 +Z)175(Qk71 Jerrl)l*
5 =
s ()25 .
Z—l—l 2= Q7 (Qékl +Z+1)(Qk 1 )

weM* 1<] @ i
avec

1 (z+i)1 =5z +5+ 1)
(G—i+1)>  (z+i+1)(z+))

fij(z) =

Le résidu ers = 1 est

_12R avecR/lz ! L dt
N(1)log?2 0 l_<j(j—i+1)(t+i+1)(t+j) '

On calcule (en posatt=j + 1)

o0 o0 1
= dt
R ZZ/O k+1(t+i+1)(t+i+k)

1=1 k=1

Or la décomposition en éléments simples donne

1 1 1 1t 1 .
— ~ | ———dt sik#1,
1 _ I<:—1<t+i+1 t+i+l<:>2/0 (t+i+1)2 7
(t+i+1)(t+i+k) 1 Sik—i

(t+i+1)2

Finalement, la quantité s’écrit

| |
fi= Z / t+z+1 t+zz k+1 1)[/0 t+i+1dt_/0t+z'+kdt]

10k2
1 [ 1 kL gy
== —dt - ke
2/2 12 +kz—:k2+1/2 t
1 1 k:+1
:Z+Zk2

k=2



Annexe B

Chaine de Markov

On étudie ici les constantes obtenue lors de l'analyse des (en particulier entropie, et
constantes liées a I'hybridation) dans le cas d’'une chagn®larkov avec une distribution uni-
forme. De méme que pour la source en fraction continue, oh qugaposer la distribution uni-
forme puisque la distribution n’intervient pas dans le ghttes constantes de cette annexe (voir
le chapitre 8).

On définit une chaine de Markdx a I'aide d’'une matrice de transitidf = (p;|;) et d’'un vecteur
de probabilités initialep = (p;|o) (ou I'état O correspond a I'état initial).

Les séries de Dirichlet qui interviennent sont les suivante

weEM™ (i,5)eM?
1<j

A<L> (F, S) = Z Z Uw~[>i] ufu_ll

weM* ieM

On trouve une expression alternative des séries ci-desausupe chaine de markov (par récur-
rence) :

A (1d,5) = tePF 'p,  (k>1)
AN (A, s) =1+ te(I — P) " 'ps,
AP (1d, 5) = 1+ "by(I — P.)"'p.,
AP)(1d, s) = 1+ 1,(I — P,) " 'p,

Ces expressions font intervenir le vecteur uhéitéla matriceP; = (pj);), le vecteump, = (pj,)
et les vecteurb, = (b;[k]) etl; = (I5[k]) de composantes

s—2 s—1
bs[k] = 22pi|kpj\k P[i,j]\k’ ls[k] = ZP[>i]|k Pijg >

i<j
ol comme dans toute cette th@3g ), = Pk + - + Pjjk €L Pk = D psi Pejk-
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Soit, le vecteur propre associé a la valeur propre dominafite On a
Py = A(s)ms.

Le vecteurr est de plus normalisé en= 1 puisqu’il s’agit alors d’un vecteur de probabilités
dont la somme des composantes vaut 1.

LEMME B.1 (ENTROPIE D UNE CHAINE DE MARKOV). L'entropie de la chaine de Markov est

h(M) = =N(1) ==> m > pijx logpis- (B.1)
k i

Preuve. Par définition, I'entropie de la chaine de Markdwest égale a

1
h(M) nllrrgo—ﬁ Z Uy 10Z Uy
wemMn

I
T)—‘
g B

|
S|=
Pl

Y
e
gcr,
N~
»
|

I
=
B
|
|
1
|
3
L
kel
»
~
»
ﬂ‘

Or on calcule la dérivée

[

OP, . ne10Ps
s (PLpa) = (n = )2 Py p, 4 PP

Os  ° Os
Ens = 1, on obtient
OP,
M) = —* s
h(M) e ( s )S_lﬂu

oum; est le vecteur stationnaire de la chaine de Markov. On redrainsi le résultat bien connu

h(M) ==Y Zpi|k log ik

k B

Par ailleurs en dérivant par rapport & relationP,w; = A(s)ws, 0n a

oP, orms |,
95 7 + P 5 = N (s)ms + A(s)

or,
Js

En multipliant a gauche pde (la transposée du vecteur unité), I'équation précédente-enl

s'écrit
P, o, o,
te ( 88 )5_1 m - tePl ( 87‘; )s_l N )\I(S)teﬂ-l - )\(1) ( 87‘; )s—l -

En tenant compte des simplifications dues au fait fuest une matrice de transition ¢ un
vecteur de probabilités, il reste

OP,
t S 1/
e( 55 )S_lﬂ'l = \(1),

ce qui termine la démonstration. O
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Le lemme suivant permet d’expliciter le résidu des séhieq(s, Id).

LEMME B.2. Le résidu de la&® composante dé&f — P,)~!p, est égal a

1

ou Ty, est lak® composante du vecteur stationnaire.

Démonstration.On utilise la relation de décomposabilité (projection susbus-espace propre
dominant) valable dans un voisinage de I'axe ®gh; = A\(s)ms + Nsps. On obtient donc

Pkps = A(S)kﬂ's + Nskpsv

S

et donc

(I — P,) 'p, s+ (I — N,) 'ps.

T1- A(s)
Or (I — N,)~! est holomorphe au voisinage de-= 1, on en déduit le résidu dg — P;) " 'ps

1

—Wﬂ'l.

O

Enfin la proposition donne les résidus des séries de Ditiplaler une chaine de Markov en= 1

PROPOSITIONB.3 (RESIDUS DES SERIES DEDIRICHLET POUR UNE CHAINE DEMARKOV).
Les résidus des séries de Dirichlet pour une chaine de Maloge matrice de transition
P = (p;);) et de vecteur stationnaire = (7 ) sont

Res(A“) (Id, s),s = 1) = L

2 D
Res(AP)(1d, )5 = 1) = 3 2 [ S0 m. 37 P
k

iz Llidllk
1
Res(A‘F(Id, s),s = 1) = h(M) (Z " ZP[>i]k> ;
k [

OUA(M) = — >, Tk D, Pijk log ps| €St I'entropie.



Annexe C

Extension aux bucket-tries

On considére souvent pour des applications de type basesniées [25, 66] des variantes de
tries appelées-tries ou «bucket tries» (voir la section 2.2.1), ou la rédgeconstruction est un
peu relachée.

Le cadre d'analyse est exactement le méme. Nous précisgosti les conclusions correspon-
dantes.

COROLLAIRE C.1.Pour les bucket tries de capacit¢ la hauteur obéit une loi de type double
exponentielle

lim sup |Pr{hn <k} —exp[—pp A(b+ 1)]c nb+1]| =0,
n—00 k>0

avecp, > 0 et la valeur moyenne de la hauteur satisfait

b+1

Elhy] ~ ——— logn.
] ~ o7 1] 8"

La taille, défini comme le nombre de nceuds internes de I'alpeur espérance

S(n) =~ h)

Les différents types de longueurs de cheminement peuvendéfinis et s’analysent de la méme
fagon : En moyenne, une branche de I'arbre est de halateuy/ 1 (S) et differe de celle d’un trie
standard seulement €(1). On remarque que la distribution de la hauteur change redieant.
La formule pour la taille exprime le fait que les pages soitisges avec un taux égalgs).
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Résuméles arbres digitaux, également connus sous le nom de “S@#'une structure de don-
née générique et flexible qui permet d’'implanter des dict#res construits sur des ensembles
de mots. Nous donnons une analyse de trois représentationgpples de ces arbres, les arbres-
tableaux, les arbres-listes, et les arbres ternaires Henmawe. La taille et les codts de recherche de
ces représentations sont analysés précisément en moyamdis, qu’une analyse en distribution
de la hauteur est obtenue. Le modéle unificateur d’analyseels des “sources dynamiques”,
lesquelles recouvrent les modéles classiques comme lesesaans mémoire (& symboles indé-
pendants), les chaines de Markov finies, et les densitédésinon uniformes. Les propriétés pro-
babilistes des principaux paramétres de taille, longuewtgminement et hauteur apparaissent
liées a deux caractéristiques fondamentales de la sou'@etropie et la probabilité de coinci-
dence. Ces caractéristiques se trouvent elle-mémessealiéepropriétés spectrales d'opérateurs
de transfert du type introduit par Ruelle.

Mots clésThéorie de I'information, sources dynamiques, analyskydtithmes, arbres digitaux,
tries, arbres ternaires de recherche, opérateur de trgrisdetions continues.

Abstract.Digital trees, also known as tries, are a general purposibliéedata structure that im-
plements dictionaries built on sets of words. An analysigiven of three major representations
of tries in the form of array-tries, list tries, and bst-&rigternary search tries”). The size and the
search costs of the corresponding representations anesadgirecisely in the average case, while
a complete distributional analysis of height of tries isagivThe unifying data model used is that
of dynamical sources and it encompasses classical mokielthiise of memoryless sources with
independent symbols, of finite Markov chains, and of noramnifdensities. The probabilistic be-
haviour of the main parameters, namely size, path lengtheght, appears to be determined by
two intrinsic characteristics of the source : the entropg #e probability of letter coincidence.
These characteristics are themselves related in a natasatavspectral properties of specific
transfer operators of the Ruelle type.

Keywords.Information theory, dynamical sources, analysis of athons, digital trees, tries, ter-
nary search tries, transfer operator, continued fractions
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